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Ozetce—Bu calismada, iki rastlantisal degisken arasindaki
ortak bilgi miktarinin veri iizerinden hesaplanmasina yonelik yeni
yaklasimlar onerilmistir. Bu yaklasimlar, dogrusal doniisiim
altinda diferansiyel entropinin gosterdigi ozellikleri kullarak ve
kosullu entropiyi modelden-bagimsiz bir sekilde Kiiciilltmeye
calisarak Kestirim yapacak sekilde kurgulanmstir. Birim vektor
parametrizasyonu ve veri oturtmaya dayanan tahmin edici olarak
adlandirdidimiz yontemlerin, yaygin olarak kullamlan Kraskov
yontemiyle yapilan karsilastirmalarda, drnek sayisi arttik¢a islem
hiz1 acisindan avantaj sagladig1 goriilmiistiir.

Anahtar Kelimeler — ortak bilgi miktari; kosullu entropi,
kestirici, model bagumsiz, parametrik olmayan;

Abstract—In this study, two new approaches are proposed to
calculate mutual information between two random variables from
data. These approaches are constructed in a way to use the
properties of the differential entropy under linear transformations
and to try to minimize conditional entropy in a model-free
manner. In comparisons with a widely used mutual information
estimator, the Kraskov method, the methods that we termed as
unit vector parametrization and data fitting based estimators,
offered an advantage in terms of computation speed.
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I.  GIRris

Ortak bilgi miktari, rastlantisal degiskenler arasindaki
bagimlilig1 dlgen araglardan biridir. Ortak bilginin en temel
kullanim alanlarindan birisi, haberlesmede kanal giris ve ¢ikis
arasindaki belirsizligi dlgerek kanal kapasitesi hakkinda fikir
sahibi olunabilmesidir [1]. Bunun haricinde ses kodalama ve
tammma [2], EEG, MEG ve benzeri biyomedikal sinyallerin
islenmesi [3] gibi sinyal iglemenin bir c¢ok alaninda
kullanilmakla birlikte, bagimsiz bilesen analizi [4] gibi Oriinii
tanima ve makine 0grenmesi araglarinda da 6nemli bir yeri
vardir [5]. Bu yontemin tercih edilmesinin sebebi sadece
dogrusal kovaryanstan kaynakli bagimliligi degil dogrusal
olmayan bagimlilig1 da ortaya ¢ikarmasidir.

Ortak bilgi miktar, kisaca bilesik olasilik yogunluk
fonksiyonunun marjinal yogunluk fonksiyonlarinin ¢arpimina
olan uzaklig1 olarak tanimlanabilir:
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fxy)
IX,)Y) = f (x,y) 1o dxdy (1
el 7 er
Bu tamim, marjinal entropilerin toplamimin bilesik

entropiden farki olarak da ifade edilebilir:
IX,Y) = HX)+HY) - H(X,Y) 2

Birbirine denk bu iki ifadede olasilik yogunluk
fonksiyonlarinin bilinmesi veya hesaplanmasi gerektiginden
dolay1 ortak bilgi miktarini dogru bir sekilde bulmak bir zorluk
olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Bu konuda kernel, k-en yakin
komsu (kNN) ya da histogram tabanli yogunluk fonksiyonu
tahmini gibi yaklasimlarin yaninda maksimum olabilirlik
kestirimi (ML) ya da Bayes kestirici gibi parametrik kestirim
yontemlerinin  hiz, islem yiki ve dogruluk acisindan
karsilagtirildigi bir inceleme sunulmustur [6].

Ozellikle makine 6grenmesi ya da veri madenciligi gibi
biiytik verilerin islendigi durumlarda, kestirim yonteminin islem
yikii ve hesap zamani 6nem kazanmaktadir. Bu c¢alismada
entropi ve ortak bilginin ozellikleri kullanilarak modelden
bagimsiz ve hizli bir bi¢imde ortak bilgi miktarinin yeni kestirim
yollar1 incelenmis ve bu yontemlerin hiz ve dogruluk agisindan
karsilagtirilmasi yapilmistir.

Bir sonraki boliimde yaygim kullanilan k-en yakin komsu
algoritmasi tabanli bir metodun yaninda dogrusal doniisiim
altinda entropinin gosterdigi 6zellikleri kullanan bir hesaplama
yontemi ve kosullu entropiyi kiigiiltmeye calisarak kestirim
yapan bir yontem tanitilmistir. Sonuglar béliimiinde Gauss, iistel
ve tekdlize dagilima ait degiskenlerin dogrusal doniisiimleri
sonucu elde edilen simiilasyon verileri altinda dogruluk
basarimlar1 degerlendirilmis, artan 6rnek sayisina bagli olarak
igslem hizlar1 karsilasgtirtlmigtir. Tartisma kismu ise genel bir son
bakis ve gelecek aragtirma dogrultulartyla bitirilmistir.

II. MATERYAL VEMETOD

A. Kraskov kNN Yéntemi

Kraskov’un metodu [7], k-en yakin komsu yontemi ile
Shannon entropisinin hesaplamasim1  yapan Kozachenko-
Leonenko metodu {izerine kurulmustur [8]. Bu yontemin temel
fikri k indisli yakin komsunun ortalama uzakliklari tizerinde bir
entropi hesab1 yapmaktir:



HX) = —p(k) + o(N) +logc, +%Z loge(i) ()

i=1

Yukaridaki ifadede, N toplam ornek sayisi, ¢(x) digama
fonksiyonu, d rasgele degisken boyutu, c; d boyutlu birim
kiirenin hacmi (2 boyut igin dairenin alani) ve €(i), x; 6rnegine
ait k indisli en yakin komsu mesafesinin iki kati olarak
tanimlanmaktadir.

Kraskov ve digerleri, bu entropi kestirim formiilii tizerinden
birbirine benzer iki ortak bilgi hesaplama ydntemi
belirlemislerdir [7]. Biz bu ¢aligmada yontem karsilastirmalari
i¢in kendilerinin de daha sonradan Ortak Bilgiye Dayali En Az
Bagimli Bilesen Analizi (MILCA) yonteminde kullandiklar
asagidaki ifadeyi kullandik [4]:

. 1
IX,7) = @) -z~ < p(ny) + o(ny) > +o(N) (4

Yukaridaki formiilde €,(i) ve €,(i), k indisli komsuyu

barindiran en kiigiik dikdortgene ait kenar uzunlulari, n, (i) ve
n, (i) de,
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sartlarin1 saglayan eleman sayilaridir. Ayrica <.> ortalama
operatori ve i €[1,2,...,N] olarak tanimlanmistir. Bu
calisma boyunca Kraskov ortak bilgi kestirimi i¢in k
parametresi 1 olarak alinmigtir.

B. Birim Vektér Parametrizasyonu

Denklem (2)’ye geri doniilecek olursa, ortak bilgi miktarinin
kestirimi i¢in marjinal ve ortak entropilerin hesaplanmasi
yeterlidir. Bu asamada, siirekli rastlantisal degiskenlere ait
marjinal entropinin kestirimi i¢in literatiirde bir¢ok yontem
bulunmaktadir [9]. Bu yontemler igerisinde Kozachenko-
Leonenko entropi kestirimi [8] gibi araliklar iizerinden kestirim
yapan Vasicek entropi kestirici olduk¢a hizli ve dogru sonuglar
vermektedir [10]. Herhangi bir X siirekli rasgele degiskeni i¢in
X1, X2, e, Xn Ornekler ve X1y < X(p) < -+ < X(n) bu Ornekler
tizerinden olusturulmus sirali 6rnekler olarak kabul edilirse n
ornek sayili bu degisken i¢in Vasicek entropi kestirimi asagidaki
denklemle gergeklenir:

1 n
n
Vin = ;z log (ﬁ (xem) — x(z—m))> (5)

i=1
Ornek sayis1 n ve m degeri sonsuza giderken ayni1 zamanda
m/n — 0 kosulu saglandiginda V;,,, degeri gercek entropi
degerine yakinsamaktadir [10]. Kestiricinin tutarliligini
saglamak i¢in de formiildeki sapmayi diizelten asagidaki
kestirim formulii onerilmistir:

Hy (X) = Vi — log(n) + log(2m)
—(1—2—m) @m) + ¢ + 1)
T P P
2
_Ez e(i+m-1)

i=1

(6)

Bu yontemin bilesik entropi hesabr i¢in kullanilmasi
konusunda Voronoi hiicreleri ve Delaunay bolgeleri ile
boliitleme temelli bir yontem Onerilmistir [11]. Fakat bu yontem

oldukga karmasik ve zaman alic1 oldugu i¢in uygulamada ¢ok
tercih edilen bir ¢6ziim olamamustir.

Birim vektdr parametrizasyonu yodnteminde, entropinin
dogrusal transformasyon altinda gosterdigi 6zellik kullanilip
bilesik entropinin minimize edilmesi ile ortak bilgi degerine
hizli bir yakinsama amaglanmaktadir. X ve Y siirekli rasgele
degiskenlerine uygulanan

Ur_ X
=41y
dogrusal doniisiimii sonucunda H(U,V) ve H(X,Y) bilesik

entropi  degerleri arasinda 2 Xx2°lik A  matrisinin
determinantinin logaritmasi kadar bir degisim gézlenmektedir:

H(U,V) = H(X,Y) + log|det(4)]| @)

Bilesik entropi ile ilgi bir diger o6zellik ise bu degerin
marjinal entropilerin toplamindan her zaman daha kiiciik
oldugudur:

HWU,V) < HU) + HYV) (8)

Yukaridaki ifadelerden, H(X,Y) degeri ile dogrusal doniisiim
altindaki marjinal entropi degerleri arasinda asagidaki baginti
kolayca kurulabilir:

H(X,Y) < H(U) + H(V) — log|det(4)| ©)]
Dolayisiyla denklemin sag tarafin1 dogrusal doniigiim altinda

HX,Y) = min( Hy (U) + Hy (V) — log|det(A)])  (10)

ile ne kadar kii¢iiltebilirsek bilesik entropinin gerg¢ek degerine o
kadar yaklagmig oluruz ve bunu Vasicek entropi hesabi ile ortak
bilgi kestirminde kullanabiliriz:

I(X,Y) = Hy(X) + H,(Y) — HX,Y) (11)

Yontem igerisinde minimum entropi degerini saglayan A
matrisinin aranmasi da Oonemli bir husustur. Bu ¢alismada A
matrisi bir rotasyon matrisine benzer bigimde, 6,,0, € [—, )
olacak sekilde kosinus ve sinus ¢iftleri tizerinden

cos(8;) sin(6,) (12)
cos(6,) sin(8,)
ile olusturulmus ve minimum bilesik entropiyi hesaplayan

matris bu matris kiimesi igerisinde, 6; ve 6, Tlzerinden
aranmistir.

A(Hll 62) =

C. Veri Oturtmaya Dayanan Yontem

Birim vektor parametrizasonu yontemi, aralarindaki baginti
dogrusal olan degiskenler i¢in ortak bilgi kestiriminde iyi
sonuclar verse de iliskileri dogrusal olmayan degiskenler icin
ortak bilgi kestirim basarimi diisebilir. Bu yiizden bu ¢aligmada,
degiskenler arasinda gozlenen sartliligt ortadan kaldirmaya
calisarak kosullu entropi iizerinden bir ortak bilgi hesab1 yapan,
veri oturtmaya dayali bir diger ortak bilgi kestirim yontemi daha
degerlendirilmistir. Bu yontem i¢in Denklem (2)’ye uygun bir
bicimde ortak bilgi miktarinin, kosullu entropi iizerinden bir
baska ifadesi kullanilmistir:

1(X,Y) = H(Y) — H(Y|X) (13)

Burada X ve Y’nin birbirinden bagimsiz oldugu durumda
H(Y | X) = H(Y) esitligi ortaya ¢ikmaktadir. Bu dogrultuda Y
degiskenini X degiskeninden olabildigince bagimsiz hale
getirebilmek i¢in, degiskeni, X degiskenine gore kosullu
beklenen degerinden ve kosullu varyasindan kurtarmaya
calisilabilir. Bu islemler, iki degiskeni tamamen bagimsiz hale



getirmese bile kosullu entropiyi yeterince kiigliltmemizi

saglayabilir:
Y —m(x
y Y om® (14)
o(x)
Yukaridaki  ifadede m(x) = E[Y|X=x] ve o(x)=

JVar(Y|X = x) olarak tamimlanmigtir. Bu durumda ortak bilgi

miktarmin ~ kestiriminde ~ H(Y’ |X )=~ H(Y") kabuliinii
yapabiliriz. Dolayistyla kosullu entropinin asagidaki iki
ozelligini kullanarak ortak bilgi miktar1 i¢in alternatif bir
kestirim yontemi daha ortaya koyulabilir:

1. X veY ikirastlantisal degisken iken, X ’in herhangi bir degeri
icin Y nin 6telenmesi kosullu entropi degerini degistirmez:

HY +c|X=x)=HY|X = x) (15)

2. X’in herhangi bir degeri i¢in Y ’nin sabit bir say1yla ¢arpimi,
kosullu entropi degerinde garpimin logaritmasi kadar bir
degisime sebep olur:

H(aY|X =x) =H{Y|X = x) + log|a| (16)

Dogruluklar1  kolaylikla  gosterilebilecek  yukaridaki
Ozellikler goz oniinde bulundurulduguda Y’ degiskenine ait
kosullu entropi ile Y degiskeninin kosullu entropisi arasinda
kosullu standart sapma degerinin logaritmasinin beklenen degeri
kadar bir fark ortaya ¢ikacaktir:

H(Y|X) = HY'|X) + E[log 6(x)] (17)

Daha onceki H(Y'|X) ~ H(Y") kabuliimiizii de gbz oniinde
bulunudurursak Vasicek entropi hesabu ile ortak bilgi degeri igin
asagidaki kestirimi yapmis oluruz:

IX,Y) = Hy(Y) — Hy(Y") — E[log o (x)] (18)

Sekil 1°de bir 6rnek data icin degiskenlerin ortalama ve
varyans olarak sartliliktan arindirma iglemi gosterilmistir. Bu
Ornek igin Y lizerindeki degigiklikler sonucu elde edilen Y’ ve X
rastlantisal degiskenlerinin birbirinden bagimsiz hale geldigi
goriilebilir. Islem sonunda artik Vasicek entropi hesabi ile
marjinal entropiler hesaplanip ortak bilgi miktarina ulasilabilir.

Denklem (18)’i incelendiginde kestirim yonteminin artik bir
kosullu varyans tahminine indirgendigi goriilebilir. Calisma
igerisinde varyans tahmini i¢in polinomsal baglanim ve kayan
ortalama diizlestirici yontemleri kullamlmigtir  [5],[12].
Polinomsal baglanim yo6nteminde derece segimi igin veriler
siralanip birer atlanarak iki kiimeye ayrilmis, ilk kismi polinom
denkleminin kestiriminde ikinci kisim ise kestirimin hatasinin
hesaplanmasinda kullanilmistir. Kayan ortalama diizlesitirici ile
ortalama ve varyans kestiriminde de tekdiize bir kernel
kullanilmis, kernel genisliginde ise yine minimum karesel hatay1
veren kernel eleman sayist secilmistir.

III. SONUCLAR

Yontemlerin karsilastirilmast i¢in Gauss, iistel ve tekdiize
olmak {lizere li¢ farkli dagilimli degisken ile, 10 derece
araliklarla birbirine ters agili rotasyon vektorleri kullanilarak
dogrusal doniigiime ugratilmig ve aralarinda ilinti bulunan bagka
iki degisken olugturulmustur. Bu yol izlenerek Gauss-Gauss,
Gauss-tekdiize, ve Gauss-iistel ikililerinden her farkli 6rnek
sayisi ve doniisiim agis1 i¢in 100 tekrarli test verisi {iretilmis, bu
veriler lizerinden yontemlerin dogruluk ve hiz karsilagtirmalar
gerceklestirilmistir.

Sekil 2°de 1000 6rnekli veriler i¢in Kraskov ve birim vektor
parametrizasyon (BVP) yontemine ek olarak veri oturtmaya
dayali ydntemin polinom diizlestirici (VO-PD) ve kayan
ortalama diizlestirici (VO-KOD) yontemleri ile kosullu varyans
kestirimi yoluyla elde edilen sonuglarin ve iglem siirelerinin
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Sekil 1. Rasgele Degiskenlerin Kosullu Beklenen Deger ve Varyanstan
Kurtarilmasi

zaman grafikleri goriinmektedir. Birim vektdr parametrizasyon
yonteminin olusturdugu ortak bilgi miktar1 kestirimleri,
yaklasimin kurgusundan beklendigi gibi genel olarak gercek
degerin lizerinde sonuglar vermistir.Polinom oturtma ile
gerceklenen veri oturtmaya dayali kestirim yontemi ise Gauss-
Gauss dagilimli veriler i¢in basarili sonuglar verse de genel



olarak kayan ortalama diizlestirici yontemi ile gergeklenen
yonteme gore hata orani daha yiiksek olmustur.
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Sekil 2. Ornek sayist N = 1000 igin farkli dagilim ve projeksiyon agisimna ait
ortak bilgi kestirimi degeri ve zamam grafikleri (MI ¢izgisi gergek degeri
temsil etmektedir.)

Hiz olarak degerlendirildiginde ise yine kayan ortalama
diizlestirici ile gerceklenen veri oturtma yontemi polinom
uydurma yontemine gore daha hizli sonug verirken 1000 6rnekli
veriler i¢in Kraskov yontemine gore yaklasik 13 kat daha hizl
bicimde islemini tamamlamistir. Sekil 3’te degisen Ornek
sayisina gore ¢izilen islem siiresi grafiginde gortildiigii gibi yine
kayan ortalama diizlestirici yontemi ile kosullu varyans
kestirimi yapilan veri oturtmaya dayali ortak bilgi tahmin
yontemi, diger yontemlere gore daha hizli sonu¢ vermistir.
azken birim  vektor
parametrizasyonu yontemi ile karsilastirildiginda daha ¢abuk
hesaplama yapiyorken, yontemin islem yiikii, rnek sayisiyla
iistel orantili olarak arttig1 6rnek sayisi arttikga kestirim siiresi

Kraskov yontemi, O&rnek sayist

de gorece diger yontemlere gore uzun siirmiistiir.

IV. TARTISMA

Bu c¢alismada, literatiirdeki

caligmalarda ortak bilgi
miktarmin eldeki veri izerinden hesaplanmasi amacrtyla siklikla
kullanilan Kraskov yontemine alternatif olarak iki yeni yontem
onerilmis ve bu yontemler, hem dogruluk hem de islem yiikii
acilarindan karsilagtinlmistir. Bu karsilastirmalar sonucunda
birim vektdr parametrizasyonu yontemi ve veri oturtmaya dayali
kestirim yontemi, drnek sayisi arttikca gercek degere asimptotik
yakinsamay1 garanti etmemekle birlikte ortak bilgi hesabinda
hizli ve kullanilabilir yontemler olarak karsimiza ¢ikmaktadir.
Ozellikle yiiksek boyutta veri igin bu hesaplamalar yapilirken bu
yontemler tercih edilebilir. Veri oturtmaya dayali kestirim
yonteminde kullanilacak farkli diizlestirici ya da indirgeme

metodlari, yontemin dogrulugunu ve islem hizini olumlu yénde
etkileyebilir. Veri oturtma modelinin hangi degisken iizerinden
uygulanacagmin se¢imi i¢in uygun kriterler tiirerilebilirse bu da
dogrulugu artirmada faydali olabilir.
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Sekil 3. Farkli Ornek Sayilari icin Ortalama Islem Zamanlari
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