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Ozetge

Bu ¢aligmada, giiriiltiilii verilere iliskin matrisin tekil
deger aynstirmasi yapildiktan sonra, rankinin
kestirimi yapilarak giirtltiinitn indirgenmesi igin bir
algoritma verilmistir. Burada yapilan ¢aligmada
varolan yontemlerden farkh olarak, rank kestirimi,
birbirinin ardisiZ1 olan tekil degerler arasindaki oran
kargilagtirilarak yapalmigtir.

Abstract

In this paper, an algorithm which performs the
singular values decomposition of a noisy matrix has
been presented in order to make noise reduction by
rank estimation of the noise free data matrix.

In this study the rank estimation methodis done by
finding ratios of among all consecutive singular values
and selecting the maximum of these ratios as the noise
threshold.

L Giris
Fiziksel sistemlerin ¢ogunda, gizlenmis olan deneyse!
verilere  giirlilt  karismugtir,  Eger  goézlenen
deterministik igaret dar bandliysa, dogrusal filtreleme
yontemleri ile genis bandh rastlantisal isaretler
“giirtiltii”, bu tip dar bandh deterministik isaretlerden
aynigtnilabilir. Dogrusal filtreler kullanarak, disiik
boyutlu ve genis bandli olan deterministik isaretleri,
genig bandh yiiksek boyutlu rastlantisal isaretlerden
ayirmak miimkiin degildir [7].

Genis bandli deterministik isaretler (kaotik isaretler)
ile giiriiltiyli aynigtirmak [1,2]’de SVD tabanly glirtiltii
indirgeme y&ntemlerine dayanarak verilmigtir. Burada
varyansin  %95%ine kargs diisen tekil degerlerin
disindakiler giirultiiye karsihk gelir. [3,4]'de en kiigitk
tzdegerleri kullanarak bulunan varyans kestiriminden
hareket edilerek, esik deger, chi-square tablosundaki
degerlerle karsilastirilip baskim tekil degerier kestirilir.
[1,6]’da giiriiltiilis matrisin rank: biliniyor varsayilarak
glirliltil matrislere iligkin vzun ve kisa uzaylardan
hareket edilip giriiltiisiz = matrisin  kestirimi
yapilmistir. Bu galismada ise giriiltdli matrisin
rankimin bilinmedigi varsayilarak, rankin kestirimi igin
ardisil tekil degerler arasindaki oranlar kestirim indisi
olarak kullamimaktadir. Bu iglem isaret-isaret orami
bulunmasina karsibk gelmektedir. Bu oranlar

0-7803-8318-4104/$20.0002004 IEEE

arasindaki en biiyiik deger rank kestirimi igin siur
olarak alinmugtir. Bu algoritma kaotik gekicisi olan
Lorenz sistemine uygulanmigtir.

ikinci béliimde, zaman serilerinde zamanda gémme
yapilarak [8], gitriiltiili veri matrisinin olusturulmas:
kisaca verilmigtir. 3.béliimde ise giiriltiisiiz veri
matrisinin rankinin kestirilmesi igin bir ydntem
verildikten sonra, [6]'da verilen dogrusal alt uzaylarin
kestirimi, ger¢ek tekil degerlerin bulunmasi ve
giiriiltiistiz matrisin secimi igin yontemlere dayanarak
gliriiltili veri matrisinden giiriiltiistiz veri matrisi elde
edilmistir,

I1. Veri Matrisinin Olusturulmasi

Sistem tammlama problemlerinde olgiilen skalar
biiyiikliikler zamanda gecikme kullamilarak zamanda
gomme yéntemiyle veri matrisi elde edilir ve faz uzay:
olugturulur [7].

Ik adim olarak niceliksel veri s(m), zaman gecikmesi
kullanilarak vektor bigimine sokulmalidir. Bu islem
icin ©Sncelikle w(m) olarak ifade edilen, birbiriyle
kesigmeyen pencere fonksiyonlari kallanilir ve zaman
eksenindeki veri [3] de belirtildigi gibi yerel kisimlara
aynilir, Bunun sonucunda y(m)=s(m)w{m) elde edilir.
wi(m), birim genlikteki darbe fonksiyenudur ve siiresi
(1} de ifade edildigi sekildedir.

Iw:(k'l )+p

(1)
(1) de, p zaman eksenindeki veri igin segilmis veri
uzuniugu, k gdmme boyutu, | ise zamanda gecikme
miktaridir, Veri matrisinin olugturulmas: denklem (2)
ile belirtilmistir.[3]
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Veri matrisine iliskin tamimlamadan 6nce agagidaki
matematiksel kavramlar verilmigtir.
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Tekil Deger Aynistirmas1 [5]: Herhangibir gergel
matris M, UcsR™™, SeR™", VeR™ olmak iizere
Autonne-Eckart-Young Teoremine gbre asagidaki
sekilde ifade edilir.

M=USYV

(3)
U ve V matrisleri gerge! ortonormal, S matrisi azalan
sirada negatif olmayan elemanlar igeren sanki-kdsegen
bir matristir. 8§ matrisinin kdsegen elemanlarn o, M
matrisinin  tekil degerleridir. Bu tekil degerlerin
olugturduu grup M matrisinin tekil deger bandi
olarak amhr. U ve V matrislerinin siitunlari sirasiyla
M matrisinin sol ve sag tekil wvektodrleri olarak
adlandinlir [5].
M matrisinde bulunan vektor dizisindeki toplam enerji
tekil degerler bandindaki enerjiye esittir.

SVD yonteminin basariya ulagmasi igin bazi kritik
noktalarin dikkate alinmasi gerekmektedir.
D)Olusturulan  meodeldeki  bilgi, matrisin  SVD
sonucunda bulunan bir alt uzayi iginde smirh
olmalidir.

ii) Modelin karmagikligmn Slgiisti, veri matrisine
iliskin rank degeridir.

iii) Bir ¢ok uygulamada veriler, beyaz giiriiltii ile
birlesmistis ve SVD’nin mutlak bir giirliltii filtreleme
etkisi oldugu umulmaktadir [6].

1ILYo6ntem
A.Veri matrisinin rankinin bulunmasi:
Bu g¢alismamin ana kismi, tahmin ediien gergek veri
matrisine iligkin rankin kestirilmesidir. MeRP™, p>>q
olan bir matris ve W, jt3,..., Moo Heepsees B bu matrisin
tekil degerleri olsun. Bu tekil degerler igaretin enerii

siddetinin  bir Slgisii oldugu igin, isarct-isaret
oramasafidaki gibi
A
=1 P
4
n() oran indisidir ve i=l...q-1. Bu yontemin

kestirilmig ranks “r” dir ve n(r)=max {(n(i)).
i

B.Dogrusal Alt Uzay Kestirimi:
Tahmini veri matrisinin rank1 bulunduktan sonra, veri
matrisinin deterministik ve rastlantisal iki matrisin
toplami oldugu varsayimi yapilr.

M=E+N
(5)
Giiriiltiiyli N matrisi igerir. Tipik olarak rank(N)=q ve
rank(M)=q’dur. Giirliltinin bulunmadigi E matrisi
diigitk rankhdir ve rank(E)=r<q scklinde ifade edilir.
¥, eR¥ dik bir matris olsun.

(V.'V =1~V V)
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vc = [Vel vc2]
(Vo €RP, V,, eRPOT)

R(E'Y=R(V.,) ve V., nin siitun uzay1 E*nin satir uzay1
i¢in dik baz olugturur.

EV.=0.
(6)
V., E matrisinin SVI)’'sinden dogrudan elde edilebilir.
t
8§, ¢ Vel
E=(U_U_) el
el ¢ 00 Vt
e2

Y]
U, €R™ S, eR™ .Buradaki kritik nokta E
matrisinin tam degerini bulmak miimkin degildir
ancak yaklasik degeri bulunabilir.

t t

= = + v
M=E+N=E +NVcch1 N\fe2 2
(8)
Kolaylik agisindan  EV+NV,=P,S,Q ve
NV=P,8,Q; olarak alimirsa M matrisi asagidaki gibi

yazilabilir.

5,0 Q}th

M=(P P) €
1 270 52 otvt

2 e2

9
M’nin SVD’si ancak P,'P>=0 ise vardir. Bunun igin su
varsaylmiarin saglanmasi gerekmektedir:
Al) Gergek veri gilriiltiye E'N=0 anlammda dik
olmalidir.
A2} ¥V, ve Vmatrisleri V;N'NV =0 formiiliine gore
birbirine dik olmalidir ve M matrisinden ancak N'N
bir birim matrisi carpam  oldugu  takdirde
bulunabilirler. (N'N=c"1,).
A3) Sy’in en kiigiik tekil degeri S2’nin en biiyiik tekil
degerinden biiyiik olmahdir. o./G..; orani igaret-igaret
aram olarak davranir.

Tahmin edilen giiriiltii varyansi ve gercek tekil
degerler:

E matrisinin ranki bdlim I11.B’de bulundugundan
gimdi tahmin edilen gergek tekil degerler bulunabilir.
Wi Haees By Herlyee, Bg M matrisinin tekil deperleri

olsun. 5™ nin tahmini degeri 67w
pz o+l 2
2 T +1 q
Test =
q-r

{10)
seklindedir. E’nin tahmin edifen gergek tekil degerleri
de (11) ile ifade edilebilir.
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C. = ”i ~Oest i=1,..r

i

(1)

Bu béliimde bulunan degerlerle E’nin en kigik
varyans tahmini ve igaret-giiriiltii oran1 bulunabilir.

M’nin SVD’sinin E cinsinden jfadesi:

Bu altbolimde amag¢ isaret-giiriltti oraninin nasi
bulundugunu ve E ile M matrisleri arasindaki iliskiyi
gostermektir. 1I1.B de verilen A1,A2,A3 varsayimlan
saglanirsa, gergek veri matrisi E, M matrisinden ve
M’nin SVD’si {6)’da belirtildigi gibi E cinsinden
ifade edilebilir.

M=E+N
=U s vienv viany v
el el el el el 2 el
o] S 0 .V::n
“Fml Ym2 08 1
m2f |V
m2

(12)
tekil deger bandinda bir acikhk vardir ve isarete iliskin
olan en kiigiik tekil deger giiriiltiive iligkin olan tekil
degerden (o) yiksektit. g-r sayidaki tekil deger
birbirine egittir ve bu agiklik M matrisi igin giirtilti
sinir1 olarak gosterilir. Diklik kuralindan 8tiirii gergek
ve gozlenmis tekit degerler arasindaki iligki (13) deki
gekildedir:

2 2
= - . =0 I
el ml estr m2 est q-r
(13)
Eger o, S., matrisindeki en kiigiik tekil deger clarak
gosterilirse, igaret-giiriiltii orani (14) ile tanumlanr [6].
Ur
SNR = 2010g10 c__

est
(14)

C. En kiigiik Varyans Tahmini:

En kiiglik varyans tahminindeki amag¢ gtirQiltiili M
matrisi iginden en iyi E matrisi segimini
yapabilmektir. Problem asagidaki sekiide ifade
cdilebilir. Bunun igin asafidaki ifadede en kiigik
degeri veren X’in bulunmast amaglanmaktadir.

min [[MX-E| , Xe R"™,

Tiirevi stfir yapan X bulunursa:

[ MX-E |[=tr[X'M'MX + E'E - 2X'M'E].
X=(M'M)'ME.

MX=(M'M)'M'E.

Rank(MX)=rank(E)

Bu arada amag¢ E’nin, M’nin siitun uzay: iizerine dik
izdiisimiini bulmakur. En kii¢iik varyans tahmini igin
en son ifade:
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MX=(M'M) 'M'E.

MX=
Ut s vt
v vy "y u )[ el | ¢
ml m2 U t el €219 ofyt
m2 e2
MX=[U ][sz 2 1671 )‘”2][\/‘ }
ml el el r ml

(15)
Gergek E bilinmemesine ragmen, efer varsayimlar
(N'N=¢"I, ve N'E=0} saglanirsa, M’nin SVD’sinden
en kiigilk varyans tahmini bulunabilir [6].

IV. Sonuclar
Algoritma asagidaki denklemlerle tanimh Lorenz
sistemi tizerinde test edilmigtir.

X=0(y—Xx)
y=~x1+rx—y

Z=xy—bz

(16)
0=16,b=4 ve r=45,92 [7]. Veriler x(t)’den 6000 6mek
uzunlugunda alinnugtir. Ornekleme hizi 256Hz dir.
Sifir ortalamast olan ve varyansi dért olan beyaz
Gaussian  glriiltiisi  eklenmigtir.  Giriiltiili = ve
gliriiltiden arindinlmis  durumlann  zamana gore
degigimleri ve faz uzayindaki yoriingeleri elde
edilmigtir. Veriler igin alinan pencere fonksiyonun
vzunlegu 100 &rnek, gbmme boyutu 12, zaman
gecikmesi bir’dir.

&

socthed  Filtered signal Noisy Signal  Crean signal
X "

] 1000 2000 3000 4000 5000

6000

Sekill. Zaman ekseninde sirastyla goritltustiz, gonilld, gurdltd
azaltilmug ve duzlestirilmig isaret.
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Sekil2. Tekil Deger Tayfi.

Orijinas

Sekil3.

Lorenz igaretinin swrasiyla gorpltisuz, girdltala  ve

filtrelenmis faz uzay: gosterimi.
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Komslasyon Witegrlinin Lakel sginveri

+ Orijnal ]
+ GOnEtiia
»  Vemizlenmis

Komzuluk yaneapl Inp(r;
Sekil4. Lokal efimlerin komsuluk yarigapmna gore degisimi
Efrilerdeki duzlik tahmini ilinti boyutunu veriyor.

Sekild’de gosterilen ilinti boyutu-komsuluk menzili
grafiginde olugan dizlik boyut tahmini yapmarmizi
sagliyor. Buradan da goriilecegi iizere, ilk durumdaki
isarete ghriilth eklendiginde hemen hemen hi¢ bir
komguluk araliginda diizlitk olugmazken filtreleme
sonucunda belli bir komguluk menzili igin yeniden
diizlik yakalandigim ve boyut tahmini vapilabildigini
goriiyoruz. Sekil 2 deki tekil deger tayfinda ise
iggenle gosterilen ilk iki tekil deger isarete iligkin
iken diger tekil degerler filtrelemeye maruz
kalmaktadir, Isaret-giirlilti oramnmn  diigmesiyle
kullamlan yéntemin de performansmin digtigini
unutmamak gerekir.

Kaynakca:

[1] EricJ. Kostelich, T. Schreiber. “Noise Reduction
in Chaotic Time Series Data, A Survey of Common
Methods”, Physical Review E,vol .48 No.3,1993

[2] H.Kantz,T.Schereiber,”Nonlinear Time Series
Analysis”, 1997, Cambridge University Press.

[3] B.Pilgram, W.Scfappacher, “Estimation of The
Dominant Singular Values for SVD Based Noise
Reduction Methods”, Internaticnal Journal of
Bifurcation and Chaos, Vol.8,No.3 (1998) pp:571-
580.

[41 1.J. Fuchs, “Estimating The Number of Sinusoids
in Additive White Noise” IEEE Transactions on
Signal Processing vol:36,No:12, December 1988

51 B. De Moor, “Mathematical Concepts and
Techniques for Modelling of Static and Dynamical
Systems”,Katholieke Universiteit,June 1938

[6] B.De Moor, “The Singular Value Decomposition
and Long and Short Spaces of Noisy Matrices”, [EEE
Transactions on Signal Processing. Vol.41. No.9,
September 1993

[7] HI.  Abarbanel,”Analysis of Observed Chaotic
Data” Springer-Verlag, 1996.

[8) F.Takens,“Dynamical Systems and Turbulance”
Lecture notes in Mathematics vol:898, Springer-
Verlag,1981



