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PROJE OZETi

Modiil teorideki en popller sorulardan biri, bir moduliin hangi durumlarda
parcalanamaz moddllerin direkt toplami olarak tek bir sekilde, es yapililari
saymazsak, ifade edilebilecegidir. Bu probleme Krull-Schmidt problemi diyoruz.
Projemizde, sonlu karakter bdlgeleri ve neredeyse yerel-bitinsel halkalar

halkalar tzerinde sonlu ideal direkt toplamlarla ilgilendik.

Projemiz, Goeters ve Olberding’in bu konudaki bazi makalelerinin
genellestiriimesini baz almaktadir. Yazarlar, [17]'de, h-yerel bolgeler Gzerinde,
handiyse, yerel ve kararli olarak adlandirdigimiz zayif izomorfizmalar aralarindaki
iligkileri incelemis, [18]'de ise, [17]'da elde edilen sonuglari, bu bélgeler tzerinde,

bazi Krull-Schmidt problemini incelemek icin kullanmislardir.

Biz, ilk olarak, [17]yI sonlu karakter bolgeleri igin genellestirmeye c¢alistik.
ilk amacimiz, Rush’'in [26]te, Krull boyutu bir olan Macaulay halkalari icin
gelistirmis oldugu bir yama argimanini, sonlu karakter bdlgeleri igin
genellestirmekti. BOylece anahtar sonuglardan bir tanesini bu bdlgeler Gzerinde
ispat edebilecektik. Bunu basardik, ancak bunun yeterli olmadigini gorduk.
Dolayisiyla, 6nerimizde de bahsettigimiz B planini uyguladik: [9]'de bulunan
Teorem 3’0 kullanarak, sonlu karakter bdlgeleri igin ispatlamaya calistigimiz
anahtar sonucu elde ettik. Bununla birlikte, [17]yi bu bdlgeler igin
genellestirebildik. Bu genellestirme bize bu bolgeler Gzerinde Krull-Schmidt

problemine dair kismi sonuglar elde etmemizi sagladi.

Sonlu karakter bolgeleri neredeyse yerel-bitlinseldir. Bdylece, neredeyse
yerel-butinsel halkalari incelemeye yonelik ¢alimalar yaptik. Amacimiz, bu
halkalar Gzerinde zayif izomorfizmalarin denklik durumlarini incelemekti. Bu
halkalari anlamak igin [8]’i ve [9] ‘u analiz ettik. Aslinda, [9]'daki Teorem 3 aslinda
bu yeni halkalar i¢in ortaya g¢ikan bir sonugtur. Ancak, henliz neredeyse yerel-
butunsel halkalar icin bahsi gegcen sayif izomorfizmalarin denklikleri icin yeterli

sonug ¢lkaramadik.

Ozetle, ik amacimizda A planimizin ise yaramamasi ve B planini
denemek durumundan kaldigimizdan dolayi, proje suresinin ¢cogunu ilk amacimiz

icin kullandik. Aslinda, bu da ilk amacimizla ilgili derin ve orjinal sonuglari elde
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etmemizi sagladi. TUBITAK'In destekledigi bu proje ¢alismasinin giktilari, simdilik
iki tane yUksek lisans tezi ve bir tane SCI dizeyindeki bir dergiye (Journal of Pure
and Applied Algebra) gonderilen bir makale olup, tamamlanamayan boélim bir

doktora tezini besleyecek niteliktedir.
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ABSTRACT

In module theory, one of the popular questions is that under what
conditions a module could be represented as a direct sum of indecomposable
modules up to isomorphism, uniquely. Here, we will call this problem as the Krull-
Schmidt problem, and we are interested only in finite direct sums. In our project,
we have dealt with finite direct sums of ideals over domains of finte character and
almost local-global rings.

Our project bases on some papers, which is written by Goeters and
Olberding, related to this topic. In [17], the authors examine the relationship
among near, local, and stable isomorphisms, which we call the weak
isomorphisms, over h-local domains. In [18], they use the results from [17] to

compare some Krull-Schmidt properties over these domains.

First, we tried to generalize [17] for domains of finite character. Our first
aim is to generalize a patching argument for Macaulay rings of Krull dimension
one, which has been developed by Rush in [26], for domains of finite character.
So, it will be possible to prove one of the key lemmas for this type of domains.
We succeded, but we saw that this is not enough. So, we applied Plan B, which
appeared in our project proposal: We used Theorem 3 in [9] to prove this key
result for domains of finite character. With this, we were able to generalize [17]
for domains of finite character. This generalization has given us partial results on
the Krull-Schmidt problem over domains of finite character.

Domains of finite character are almost local-global. So, we studied almost
local-global rings. Our aim was to compare weak isomorphisms over almost
local-global rings. To understad these rings we analyzed [8] and [9]. Indeed,
Theorem 3 in [9] is true for these new rings. But, we have not, yet, enough results
to compare weak isomorphisms over almost local-global rings.

In summary, since our plan A did not work out well and we had to try plan
B, we had to spend most of the project time for our fits purpose. In deed, this has
helped us to get deep and original results about our first aim. The outcome of this
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project, which is supported by TUBITAK, so far, is two MSc theses and a
research paper which has been sent to an SCI journal (Journal of Pure and
Applied Algebra), and the quality of the incomplete part is able to feed a PhD

thesis.
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1. GIRiS

1.1 Tanimlar ve Notasyon:

R bir tamlik bélgesi, @ onun kesirler cismi olsun ve G burulmasiz bir R-moduli olsun.
G'nin  boliiniir birimii QG, Q ® G olur. G'nin ranki bir Q-vektdr uzayi olan QG’nin
boyutudur. Bir R —modil G igin, n > 0 olmak lizere, 6™ =G @ G ... G dis dolaysiz
toplamdir.

G ve H iki tane R-modull olsun.

¢ Burulmasiz R-modulu olan G ve H handiyse izomorfiktir e§er G ve H ayni

ranka sahipse ve her sifirdan farkli R-ideali I icin Oyle bir gdbmme

H

homomorfizmasi f: G — H varsa ki Anng (m

)+I=Rise.

¢ G ve H kararli izomorfiktir eger dyle bir n € Z* vardir ki 6 @ R™ = H @
H™ ise.

¢ G ve H yerel izomorfiktir eger her azami R-ideali M igin G, = Hy, ise.

Nakayama Onsavi: R degismeli bir halka, M sonlu iretilmis bir R-modiilii ve I bir R-
ideali olsun 6yle ki I < Jac (R). Budurumda, IM =M = M = 0’drr.

R degismeli bir halka, I(R) tersinebilir ideallerin olusturdugu grup ve P(R) tek Uretegli
ideallerin olusturdugu grup olsun. Pic(R) = I(R)/P(R)’dIr.

Bir tamlik bdlgesi i¢in her sifirdan farkli eleman sadece sonlu sayida azami ideal
tarafindan igeriliyorsa, bu bolgeye sonlu karakter bélgesi; buna ek olarak, eger her
sifirdan farkli asal ideal sadece bir azami ideal tarafindan igeriliyorsa, bu tamhk
bolgesine h-yerel bélge denir.

Eger bir tamhk bdlgesi R’'nin her sonlu Uretiimis idealinin tek Ureteci varsa, R’ye

Bezout bélgesi diyoruz.
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e R degismeli bir halka olsun ve f € R[X;,X,,...,X,] herhangi bir polinom olsun. R’ye

yerel-biitiinsel halka diyoruz eger ki f’nin, her azami R-ideali M igin, Ry, Uzerinde,
bir degeri birim ise f, R Uzerinde de bir birim deger alir. Eger bir halkanin her 6z
faktor halkasi yerel-bitiinsel ise, o halkaya neredeyse yerel-biitiinsel halka diyoruz.

Her sonlu karakter halkasi yerel-bitlinsel halkadir.

o R bir tamlik bélgesi, M de onun bir azami ideali olsun. Eger M ‘nin icermedigi her R-

ideali tersinebilir ise, M’ye tiimleyen denir.
1.2 Konu ve Amaglar

R degismeli bir halka, C de R Uzerinde tanimlanmis belli bir 6zelligi saglayan
modullerden olugan bir sinif olsun. C sinifinin pargalanamaz (veya ayrisamaz) elemanlarinin
olusturdugu sonlu direkt toplam sadece tek bir sekilde, es yapililari saymazsak, ifade
edilebiliyorsa C, Krull-Schmidt 6zelligini (KSO) saglar. k sabit bir pozitif say olmak (izere,
eger bu sonlu direkt toplam parcalanamaz moddllerin k’'ninci Usleri tarafindan olusuyorsa, C
zayif Krull-Schimdt ézelligini (ZKSO) saglar. (Burada, bir modilin k’'ninci Gissii, 0 moduliin k
tane kopyasi anlamina gelmektedir.)

R bir sonlu karakter boélgesi olsun. Projemizdeki temel amacimiz R Uzerinde belli
pacalanamaz burulmasiz modullerden olusan siniflar igin  Krull-Schmidt dzelliklerini
incelemek. Bu siniflar asagidaki gibidir:

e Parcalanamaz burulmasiz modullerin olusturdugu sinif: Burulmal bir modul, sonlu

Uretilmis serbest bir R -moduliiniin alt moduline izomorftur.

e (Pargalanamaz) ideallerin olusturdugu sinif.

e (Pargalanamaz) ranki bir olan modullerin olugturdugu sinif: Parcalanamaz ranki bir

olan bir modil, R’nin kesirlerinin tim halkasinin bir altmodiline izomorftur.

Yukaridaki siniflardan her birinin KSO (veya ZKSO)'yii saglamasi durumunda, R o sinif
icin KSO (veya ZKSO)'yl sagliyor denir.

KSO, hemen hemen bitiin degismeli halkalar Uzerinde saglanamaz. Genel olarak,
sadelestirme ve ilgili konular, modullerin sonlu Uretilmis olmasi hipotezi altinda caligilir.
Bunun sebebi, cebirsel ispatlarda ¢ok o6nemli bir arag olan Nakayama &nsavini

kullanabilmektir. Ama bazen bu arag¢ yeterli olmayabilir. Degismeli bir Noether halkasi
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uzerinde tanimlanan sonlu uretilmis moduiller KSO’yu saglamayabilir. Ornegin, R temel ideal

bdlgesi olmayan bir Dedekind bdlgesi ise, R'deki I ve J idealleriicin I +] = R + 1], bOylece R,
idealler icin KSO'y(i saglamaz.

Projemizde basariyla tamamladigimiz amaglarimiz sirasiyla asagidaki gibidir:

¢ Amag 1: Bir sonlu karakter bolge Uzerinde tanimlanan bir izdisel moduliin, ne
zaman serbest bir eklenene sahip oldugunu arastirmak,

e Amag 2: Bir sonlu karakter bolge tUzerinde tanimlanan burkulmasiz modduller
icin zayif izomorfizmalarin denklik durumlarini incelemek ve, handiyse es
yaplililari saymazsak, modullerin sadelestiriimesini calismak,

e Amag 3: Sonlu karakter bir halkada idealler ve pargalanamaz moddller igin

Krull-Schmidt ile zayif Krull-Schmidt 6zelliklerini incelemek.

ilk iki amacimizin ortaya cikmasinin sebebi, [17]yi sonlu karakter bolgeleri icin

genellestirmekti. Biz, ilk amacimiz dogrultusunda, Rush’in [26]'da, Krull boyutu bir olan
Macaulay halkalari i¢in gelistirmis oldugu bir yama argimanini, sonlu karakter bdlgelerine
adapte etmeye calistik. Bdylece anahtar sonuclardan bir tanesini bu bdélgeler Gzerinde ispat
edebilecektik. Bunu basardik, ancak bunun yeterli olmadigini gorduk.

Bir sonlu karakter bdlgesi, neredeyse yerel-butlinsel bir bolgedir. Ayrica, [9]'da,
Brewer ve Klingler, neredeyse yerel-bitiinsel olan bir blgenin Birim igerik Eklenen (BIE)
Ozelligine sahip oldugunu gdstermiglerdir. Bu 6zelligi kisaca agiklayalim. R bir halka olsun
ve R’nin n tane kopyasinin olusturdugu module G diyelim. x € G olsun. x’in koordinatlarinin
urettigi ideale, x'in igerigi diyoruz. H, G’nin bir alt moduli olmak Gzere, H’nin her elemaninin
iceriklerinin Urettigi ideale, H’nin igerik ideali diyoruz. Eger G’nin sonlu Uretilmis herhangi bir
alt modulinln igerik ideali bir birimse ve bu alt modil, G’nin ranki bir olan bir izdlsel ekleneni
iceriyorsa, R, BIE Ozelligine sahiptir. Bu 6zelligi kullanarak, birinci amacimiza ulagtik. Ancak,
sunu belirtelim ki, dnerimizde belirttigimiz yaklagim yeterli olmadigi icin B planina gegmis
olduk ve, dolayisiyla, bu amaca ulasmamiz bekledigimiz stireden daha uzun sirdu.

[17]de yazarlar, h-yerel bélgeler Gzerinde tanimlanan modiiller igin handiyse,
kararli ve yerel izomorfizmalar arasindaki iliskiyi calismiglardir. Genellikle, bu zayif
izomorfizmalar birbirlerine denk degillerdir. Bu zayif izomorfizmlarin, ne zaman birbirlerine

denk olacaklari veya bir zayif izomorfizmanin ne zaman izomorfizma olacagi arastirilabilir.
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Noether olmayan halkalar igin sonlu Uretilmis moduller ile burulmasiz moduller

arasindaki fark dnemlidir. Bundan dolayi, burulmasiz moddller ¢aligilirken, Nakayama dnsavi
kullanilamaz. [17]da, modullerin sonlu Uretilmis olmasi, zayif izomorfizma formlarini
karsilastirilarak, baypas edilmistir. Bu zayif izomorfizmalar, grup teoriden adapte edilmigtir.
Ornegin, degismeli grup teoriciler, burulmasiz ranki sonlu olan degismeli gruplarindaki bir
cok sadelestirme ve ayrigtirma ile ilgili sonucu, handiyse izomorfizmalarini saymazsak, ispat
etmislerdir. Ayrica, [6]'da, sonlu sayida azami ideale sahip, indirgenmis bir dedismeli Noether
halkasi Gzerinde tanimlanan tamamen ayrisilabilir sonlu Gretilmis modiiller igin
izomorfizmanin yerel izomorfizmaya denk oldugu gosterilmistir. Dolayisiyla, bu zayif
izomorfizmalar hakkinda edinilen tecribeler dogrultusunda, sonlu karakter bélgeleri icin bu
izomorfizmalari kargilastirabildik ve de bu karsilastirmalari [17]'de bulunan sonuglari
genellestirmede kullanabildik ve ikinci amacimiza ulastik.

[18]'de, P. Goeters ve B. Olberding, modiiller sonlu Uretilmis olmaksizin, h-yerel
bolgeler lzerinde calismislardir. Bu, Krull-Schmidt 6zelligi baglaminda ¢ok dogaldir, ¢linki
bir Noether halkasinda, idealler i¢in zayif Krull-Schmidt 6zelligi o halkanin h-yerel olmasina
anlamina gelir. Bu makalede yazarlar, Krull-Schmidt 6zelliginin agagidaki versiyonlar icin

incelemiglerdir:

e Tamlik bdlgeleri Gzerinde ideallerin direkt toplamlari,
e Parcalanamaz burulmasiz moddillerin direkt toplamlari,

¢ Ranki bir olan burulmasiz moddllerin direkt toplamalari.

[18]'deki ana sonuglar, h-yerel bolgeler igin formulize edilmislerdir. Bu da, Noether ve
Prufer bdlgeleri Uzerinde tanimlanan modduller igin Krull-Schmidt 6zellikleriyle ilgili yeni
sonuglara yol agmistir. Bu makaledeki bir gok sonug, [16]'da zayif izomorfizmalar arasinda
kurulan iligkiyi kullanmaktadir.

ilk iki amacimizi gerceklestiriiken edindigimiz bilgiler dogrultusunda, UGglincl
amacimiza dair kismi sonuglar elde ettik. [18]'yi birlikte analiz etmis oldugumuz yiksek lisans
o6grencimiz doktora calismalarina devam edecektir. Bu kismi sonuglarin, bu doktora tezinde

tamamlanmasi planlanmaktadir.
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1.3 Literatiir Ozeti

Karmasik bir yapiyr anlamak i¢in onu olusturan yapitaslarina bakilmaldir. Bir yapinin
ne zaman ayrigsamaz yapitaslarina parcalanabilecegini incelemek, bundan dolayl dnemlidir.
Ornegin, aritmetigin temel teoremi, bu amag dogrultusunda ortaya ¢ikmistir. Bu teorem,
matematikte kullanildigi gibi baska alanlarda da, érnegin bilgi giivenligi ve kriptografide,
siklikla kullanilir. Modil teoride ise, bu temel teoremin bir versiyonu olan Krull-Schmidt-
Azumaya-Remak Teoremi’nin, énemli bir yeri vardir. Bir modulin parcalanamaz bazi
modullerin direkt toplami olarak sadece tek bir sekilde, es yapililari saymazsak, hangi
durumlarda yazilabilecegini arastiran pek c¢ok yayin vardir. Projemizde, Krull-Schmidt
problemi olarak adlandirdigimiz bu problemin, uzun ve seckin bir tarihi vardir.

Krull-Schmidt problemi, Wedderburn [30], Remak [25], Schmidt [27], Krull [20] ve
Azumaya [3]’Un fikirlerinin zirvesinde bulunmaktadir. W. Krull ve O. Yu. Schmidt, Krull-
Schmidt problemini ilk olarak, sonlu gruplar icin kurgulamiglardir. Daha sonra, Azumaya bu
Ozelligi modul teoriye adapte etmistir. Buna ek olarak, 1956’da Atiyah bu problemi
balyalarda, 1962’de Gabriel ise soyut kategorilerde yapilandirmigtir. Krull-Schmidt
probleminin popduleritesinin en dnemli sebebi, bu 6zelligin her dedismeli halka igin gecerli
olmadigindandir. 2. Bélimdeki, Dedekind bdlgesi Uzerinde yapilan agiklama, bu duruma bir
ornektir. Ayrica, érnegin, degismeli bir halka olan R Uzerinde tanimli 4, B ve C moddlleri igin
A+ B = B+ C ise, ancak 6zel kosullar altinda A = C oldugunu soyleyebiliriz. Bagka bir
deyisle, bu zayif sadelestirme 6zelligi bile her durum igin saglanamaz.

Yukarida bahsettigimiz Krull-Schmidt-Azumaya-Remak Teorem'’i sunu der: Yerel
endomorfizma halkalarina sahip olan sayilabilir sayidaki par¢alanamaz moddillerin direkt
toplami sadece tek bir sekilde, esyaplililari saymazsak, yazilabilir. Bagka bir deyisle, bu
pargalanamaz modullerin olusturdugu sinif, Krull-Schmidt 6zelligini saglar. Bu teoremin, ne
zaman gegerli oldugunu arastiran bir gok ¢alisma yapilmistir. Ornegin, [21]'de Krull, bir halka
Uzerinde her pargalanamaz modul, sag Artin modulu oldugunda, ne zaman bu teoremin
saglanacagini incelemistir. 1969'ta Warfield, bunun halka sag Noether veya degismeli
oldugunda mumkuin oldugunu ispatlamistir [28]. 1975 yilinda Warfield, Krull'un sorusuna
benzer bir soru ortaya koymustur [29]: Sirali bir halka Gzerinde tanimlanan sonlu temsil

edilmis bir modul, ne zaman tek sirali modullerin direkt toplamidir ve bu direkt toplam ne
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zaman tektir? Bagka bir deyigle, Warfield, Krull-Schmidt 6zelliginin herhangi bir versiyonunun

sirali modiller igin saglanip saglanmayacagini sormustur. Gindmuzin bu alandaki dnemli
matematikgilerinden olan A. Facchini, 1996 yilinda, bu sorunun yanitinin negatif oldugunu
gOstermistir [12]. A. Facchini, 6zellikle, hangi durumlarda Krull-Schmidt ézelliginin
saglanamayacagdiyla ilginmigtir. Ayrica, Krull-Schmidt 6zellikleri hakkinda, R. Wiegand ve L.
Klingler ile ortaklasa galismalari mevcuttur. Bu da, bu konunun cebir alaninda, Avrupa ve
Amerika arasinda bir képri olusturdugunu gosterir. Projemiz siresince elde etmis
oldugumuz ciktilar, yeni populerlesmis olan Noether olmayan halkalar hakkinda yeni bilgilere

Isik tutmaktadir.

L. Levy ve C. Odenthal, Krull-Schmidt 6zelligini, Krull boyutu bir olan degismeli
Noether halkalari Uzerinde, sonlu-modul cebirlerin sonlu Uretilmis yari asal modulleri igin
analiz etmislerdir [22], [23]. Ozellikle, bu sekildeki bir cebirin ne zaman burulmasiz modiiller
icin Krull-Schmidt 6zelligini saglayacaklarini, karakterize etmislerdir. Bu calismadan ilham
alan B. Olberding ve P. Goeters, [17] ve [18]'de herhangi bir tamlk bolge Uzerinde, idealler
ve modduller icin Krull-Schmidt 6zelliklerini incelemiglerdir. [16]'daki sema, [22] ve [23]ten
farkh biraz farkhdir. Olberding ve Goeters, Krull boyutu bir olma gerekliligini ortadan
kaldirarak, Noether tamlik bdlgeleri Uzerinde bir takim sonuglar ortaya koymuslardir. Bu
farkliiga ragmen, Krull boyutun bir oldugu durumda elde edilen sonuglar ile arasinda
benzerlikler vardir. Aslinda, [16]'da, idealler i¢in Krull-Schmidt 6zelligini saglayan ve Krull
boyutu bir olan Noether tamlik bdlgeleri, burulmali moduller i¢cin ayni 6zelligi sagladigi
gOsterilmistir.

Proje vyurGtlcusl, dokotora tezinde, [16]'dan esinlenerek, sonlu bdélenleri olan
Noether halkalari Uzerinde, ayrisamaz ideallerin sonlu direkt toplamlarini ile ranki bir olan
ayrisamaz moddillerin sonlu direkt toplamlari i¢in Krull-Schmidt dzelligini incelemistir [4]. L.
Klingler ile birlikte, ayrisamaz ideallerin sonlu direkt toplamlari igin bu 6zelligi saglayan
indirgenmis degismeli Noether  halkalarini karakterize etmiglerdir [7]. Bu makale,
yurdticunun doktara tezi icin bir temel olusturmustur. Tezinin geri kalan kisminda,
indirgenmis degismeli bir Noether halkasinin Gzerinde, ranki bir olan moddller igin de Krull-
Schmidt 6zelligini incelemigtir [4], [5]. Buna ek olarak, eger bu halkanin Krull boyutu bir ise,

bu 6zelligin, idealler icin ve ranki bir olan modiiller igin ¢akistigini goéstermistir [4], [5].



TUBITAK
Noether durumuyla ilgilendikten sonra, Noether olmayan halkalar Uzerinde Krull-

Schmidt oOzellikleri i¢in neler sdylenebilecegini arastirmak dogaldir. [18]'de Goeters ve
Olberding, Noether varsayimlar ortadan kaldirildiginda, Krull-Schmidt &zelliklerinin nasil
sekillenecegini agiklamaya yonelik bir yaklasim aramiglardir. Bu makalede, Noether olmayan
bir halka sinifi olan h-yerel tamlik boélgeleri ele alinmistir. [17]de, yazarlar, h-yerel bdlgeler
uzerindeki burulmasiz modduller igin handiyse, kararli ve yerel izomorfizmalar arasindaki
iliskiyi incelemiglerdir. Genellikle, bu zayif izomorfizmalar birbirlerine denk degildirler. Bu
izomorfizmalarin hangi durumlarda birbirlerine denk olduklari veya bir zayif izomorfizmanin
ne zaman izomorfizmaya denk olacagi calisilabilinecek konular arasindadir. Bilindigi gibi,
Noether halkalar tzerinde, burulmali modiiller, tam olarak, sonlu Uretilmis ve sifirdan farkh
olmak Uzere, hic¢ bir sifir boleni tarafindan sifirlanmayan modiillerle ortisir. Ancak, Noether
olmayan halkalar icin sonlu Uretilmis moduller ile burulmasiz modiller arasindaki fark
oldukga belirgindir. Bundan dolayidir ki, burulmasiz moddllerin sadelestirmesini incelerken
Nakayama o6nsavi kullanilamaz. [17]'de, zayif izomorfizma formlarinin calisiimasinda ve
karsilastirimasinda, sonlu Uretilmiglik, baypas edilmistir. Bu zayif izomorfizmalar, modil
teorisine degismeli grup teorisinden adapte edilmistir. Ornegin, degismeli grup teoriciler,
handiyse izomorfizmasinin yardimiyla, burulmasiz ve ranki sonlu olan degismeli gruplarda,
bir cok sadelestirme ve ayristirma sonuglarini, handiyse esyapililari saymazsak,
genellestirmiglerdir. Ayrica, [5]'te, indirgenmis dedismeli Noether bir halkanin en az bir tane
olacak sekilde sonlu sayida tek lrete¢li azami ideal varsa, tamamen ayrigabilir sonlu
uretilmis moduller igin izomorfizma yerel izomorfizmaya, o da handiyse izomorfizmaya

denktir.
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2. GEREG VE YONTEM
2.1 Amag 1’i tamamlamak i¢in elimizdeki gereg¢ler ve uygulanan yontemler

Projemizin ilk amaci:

“Bir sonlu karakter bolge Uzerinde tanimlanan bir izdisel modilin, ne zaman serbest

bir eklenene sahip oldugunu arastirmak,”
idi. Bu dogrultuda, oncelikle, Rush’in [26]'da, Krull boyutu bir olan Macaulay halkalari igin
gelistirmis oldugu bir yama argimanini, sonlu karakter bolgelerine adapte etmeye calistik.
Bunu basardik, ancak bunun yeterli olmadigini gérduk. Bunun sebebi ise halkamiz Uzerinde
ek bir varsayima ihtiyacimizin olmasiydi. Bu ek varsayim, G bir burulmasiz R-modullu olmak

uzere,
(*)HomR(Gi R) ® R—-R

homomorfizmasinin 6rten olmasinin gerekmesiydi.

Ancak, ileriki calismalarimizda gorduk ki, aslinda bu ek varsayima gerek yoktu. Bunu da,
her neredeyse yerel-biitiinsel bir bdlgenin Birim Icerik Eklenen (BIE) Ozelligine sahip
olmasinin [9, Teorem 3] yardimiyla anladik. Clnkl her sonlu karakter bolgesi neredeyse
yerel-butlinseldir. Yani, G'nin her sonlu Uretilmis igerik ideali birim olan her alt moduli, G’nin
ranki bir olan bir izdusel ekleneni iceriyordur. Bu 6zelligi kullanarak, sonlu karakter bolgeleri
Uzerinde, her sonlu Uretilmis sonlu ranki olan izdisel moddlin, sonlu rankh bir serbest moduil

ile tersinebilir bir idealin dik toplamina izomorf oldugunu gosterdik.
2.2 Amag 2’yi tamamlamak igin elimizdeki geregler ve uygulanan yéontemler

Projemizin ikinci amacit:
“ Bir sonlu karakter bdlge Uzerinde tanimlanan burkulmasiz moduller icin zayif
izomorfizmalarin denklik durumlarini incelemek ve, handiyse es yapililari saymazsak,

modullerin sadelestiriimesini calismak. ”
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idi. Yani, sonlu karakter halkasi Uzerinde,yerel, kararli ve handiyse izomorfizmlarinin

karsilastirmakti. Birinci amacimizi gergeklestirmekle birlikte, dnemli bir gere¢ elde etmistik.
Bunun yaninda, bu karsilastirmalari gergeklestirmek icin gerekli bir gegis aracina ihtiyag
duyduk. Bu gegis araci i¢in gerekli olan bulgular gogunlukla su gerece dayaniyordu:

“Gereg¢ 1: R bir sonlu karakter bdlgesi ve F sonlu Uretilmis sonlu ranki olan serbest bir R-
modull olsun. G ve H F’nin alt R-moddilleri olmak Uzere, F Gizerinde bir otomorfizma
tanimlayabiliriz dyle ki bu otomorfizma G ‘den H ‘ye bir izomorfizmaya indirgenir.”

Bahsi gecen otomorfizmayi bulmak icin, [17]'deki bulgularin isi§ginda, F/G ‘nin F/H’ye
izomorf olmasini varsaydik. Oncelikle, bu izomorfizmayi, J, Rnin Jacobson Radikali olmak
Uzere, ¢’ =G n JG,H = H n JH, F/G’ile F/H’ arasinda bir izomorfizmaya yukseltgedik.
Burada, F/JF’nin yaribasit modul olmasini kullandik [13,V.2]. F ‘nin izdlsel olmasini
kullanarak bu izomorfimayi F (izerinde bir fonksiyona ylikseltgeyip, Nakayama Onsavini
kullanarak (F sonlu dretilmis oldugu icin), bu fonksiyonun istedigimiz otomorfizma oldugunu
gosterdik.

Bir diger dnemli gereg,

“Gereg 2: Bir 6nceki gerecin varsayimini elde etmek, yani P gibi bir izdlisel R-modulu
bulmak 6yle ki F/G ile P/H izomorf olsun. “

Bunu da [17, Lemma 2.7]’yi sonlu karakter halkalari igin genellestirerek elde ettik. Bu
noktada, G’nin sonlu Uretilmis olmasini varsayarak, Nakayama’nin Onsavr'ni kullandik.

Simdiye kadarki elde edilen geregler, zayif izomorfizmalarin karsilastiriimasinda
kullaniimistir. Ancak, bunlara ek olarak, kararli izomorfizma igin bir tane daha gereci elde
etmek gerekti. Bu son gereg, 2.1’de bahsetmis oldugumuz gereg ve 2.2’de bahsetmis
oldugumuz Gere¢ 1’deki homomorfizmlarin indirgenip yukseltgenmesine dayanmaktadir:

“Gereg¢ 3: R bir sonlu karakter tamlik bdlgesi, F sonlu Uretilmis serbest ranki n bir R-
moduli, P sonlu dretilmis ranki n olan izdisel bir R-moduli olsun. G, F’ nin ranki n olan bir
alt moduli ve H, Phin ranki n olan bir alt modudli olsun. Eger F/G = H/P ise, dyle Ki
Ann(F/G)=Ann(P/H),o zaman &yle bir ranki bir olan izdisel bir R-moduli A vardir ki
a:F@R - P@A izomorphizmasi vardirki, a(GE O R)=HD A"

Burada bir noktaya da dikkat cekmek isteriz. Gereg¢ 3’0 dayandirdigimiz
homomorfizmalarin ylkseltgenip indirgenmesini basarabilmek igin, sadece sonlu karakter
bdlgeleri degil onlardan daha genel olan neredeyse yerel-butiinsel halkalar igin gegerli olan

asagidaki 6nermeyi ispatladik.



. TiBiTAK
Onerme 1: R bir neredeyse yerel-biitiinsel bir tamlik bolgesi, P sonlu Gretilmis sonlu ranki

olan izdusel bir R-modull olsun. O zaman P sonlu ranki olan serbest bir R-moduli ve

tersinebilir bir idealin dik toplamina izomorftur.
2.3 Amag 3’ii tamamlamak icin elimizdeki geregler ve uygulanan yontemler

Projemizin Gglinct amacit:

“Sonlu karakter bir halkada idealler ve pargalanamaz moddiller i¢in Krull- Schmidt ile
zayIf Krull-Schmidt 6zelliklerini incelemek.”
idi. Bu incelemede, sonlu karakter halkalari Gzerinde, sonlu dretilmis moduller igin yapmis

oldugumuz, zayif izomorfizmlarin birbirlerine denklik durumlarini kullandik.
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3. BULGULAR
3.1 Zayif izomorfizmalarin Karsilastiriimasi

ilk amacimiz dogrultusunda, sonlu karakter tamlik bélgeleri Gizerinde, burulmasiz
modauller i¢in, yerel, handiyse ve kararli izomorfizmalarini karsilastirarak, belli kosullar altinda

denkliklerini ispatladik.
3.1.1 Yerel izomorfizma ve Kararli izomorfizma ne zaman denktir?

R bir sonlu karakter bélgesi, G ve H sonlu ranki olan burulmasiz R-modiilleri olsun. ilk
bulgumuz, G ve H'nin yerel izomorfik olmasi hangi durumlarda kararli izomorfik olmasina
denk olabilecegi yoniunde gelisti:

Teorem 1: R, Picard grubu 0 olan, bir sonlu karakter bdlgesi, G ve H ranki n olan burulmasiz
R-modaulleri olsun. Eger G sonlu Uretilmis ise, asagidakiler birbirine denktir:

a. Rnin her azami ideali M igin, Gy, = Hy,.

b. Oyle F, ve F, serbest R- modiilleri vardir ki, G € F; € QG ve H € F, € QH olmak (izere,
F,/G = F,/H.

c. G ve H kararli izomorfiktir.

d. A sonlu dretilmis bir R-moduli olmak tzere, ¢ @ A = H @ A.

e. Birm > 0igin, G™ = (M),

Yukaridaki teoremin ispatina bakildiginda, yerel izomorfizma ile kararli izomorfizmayi
birbirine baglayan madde b’dir. Bu gegis maddesinin dayanagi, 2.2’de bahsettigimiz Gereg
2’dir. Ayrica, Picard grubun 1 olmasi nedeniyle, her sonlu Uretilmis izdllsel modulin serbest
olmasidir. Gereg 2'yi agmak gerekirse:

Onsav 1: R bir sonlu karakter bélgesi ve F sonlu tretilmis n ranki olan bir serbest R-modiilii
olsun. Eger G, F'nin ranki n olan sonlu Uretilmig bir R-altmodullu ise ve H, F’nin, burulmasiz
bir R-altmodulu ise, dyle ki R’nin her azami ideali M igin, G, = Hy, olsun. O zaman, Oyle bir
QH’nin sonlu Uretilmis izdUgel bir R-altmodult P vardir ki, H € P,F /G = P/H.

11
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Dolayisiyla, teoremin ilk G¢ maddesinin denkligini gdstermek, Onsav 1 ve 2.2’de

bahsettigimiz Gerec¢ 3 ile mimkin olmustur. Digerleriyle olan denklikler i¢in [10]'daki temel
sonuglar ile asagidaki dnsav kullaniimistir:

Onsav 2: R bir sonlu karakter bélgesi olsun. Eger /, R'nin herhangi bir ideali ve n>0 ise,
I™ = R olmasi igin gerekli ve yeterli kogul 1™ = R dir.

Onsav 2, [177deki Onsav 2.9'un genellestirimesidir. Gériilmustir ki, gereklilik her
tamlik bolgesi igin dogrudur. Yeterliligi ispatlarken halkanin sonlu karakter halkasi olmasi
yeterlidir. Bu da [17]'deki Onsav 2.6’nin genellestirimesine dayanmaktadir:

Onsav 3: R bir sonlu karakter bélgesi, G burulmasiz bir R-moddilii olsun. Eger, R’nin her
azami ideali M icin, G, bir serbset R, —modili ise, G izduseldir; eger, G’nin ranki 2’den
blylk veya esit ise, G serbest bir R-moduli ile tersinebilir bir idealin dik toplamina

izomorftur.
3.1.2 Yerel izomorfizma ve Handiyse izomorfizma ne zaman denktir?

R bir sonlu karakter bolgesi, G ve H sonlu ranki olan burulmasiz R-modiilleri olsun.
ikinci bulgumuz, G ve Hnin yerel izomorfik olmasi hangi durumlarda handiyse izomorfik
olmasina denk olabilecegi yonunde gelisti:

Teorem 2: R bir sonlu karakter boélgesi, G ve H ranki n olan burulmasiz R-modulleri olsun.
Eger G sonlu uretilmis ise, asagidakiler birbirine denktir:

a. R'nin her azami ideali M igin, Gy = Hy,.

b. Oyle F ve P sonlu lretiimis izdiisel R- modiilleri vardir ki, G € F € QG ve H € P € QH
olmak Uzere, F; /G = F,/H.

c. J tersinebilir bir R ideali olmak lzere, G @ R=H D ].

d. A, B sonlu uretilmis izdisel R-modiilleri olmak tzere, G @ A = H & B.

e. G ve H handiyse izomorfiktir.

Yukaridaki teoremin ispatina bakildiginda, a ve b maddelerinin denkligi 2.2’de
aciklanan Gereg 1 ve 3.1.1'de belirtilen Onsav 1 dayanmaktadir. Bunlarin ¢ ve d maddelerine
denk olmasi ise Onsav 1 ile Onsav 3 uygulanmasi sonucu elde edilen bir otomorfizma,
a:F@®R - F @R, ve tersinir bir ideal J ‘nin, bir 6rten homomorfizma G @R > H D]

vermesiyle gorulebilir.

12
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Burada su noktaya dikkat cekmek isteriz ki handiyse izomorfizma, her zaman, yerel

izomorfizmadir. Bu teoremle gorulmektedir ki, sonlu karakter halkalari Uzerinde, yerel
izomorfizmanin handiyse olabilmesi igin burulmasiz moddllerden birinin sonlu temsil ediliyor
olmasi gerekmektedir. Buradaki en dnemli nokta, bu tip burulmasiz moddller igin bilinen,
[147teki Onsav V.2.4, M herhangi bir azami R-ideali olmak Uzere,

Homg(G,H) ® R y = Homg,, (Gy, Hy).

3.1.3 Yerel, Kararli, ve Handiyse izomorfizmalar ne zaman denktir?

3.1.1 ve 3.1.2 anlattigimiz bulgularimiz sonucu asagidaki teoremi elde ettik:
Teorem 3: R bir sonlu karakter boélgesi, G ve H ranki n olan burulmasiz R-modulleri olsun.
Eder G sonlu dretilmis ise, asagidakiler birbirine denktir:

a. G ve H yerel izomorfiktir.
b. G ve H kararli izomorfiktir.

c. G ve H handiyse izomorfiktir.
3.1.4 Bulgularimizin Uygulamalari

Onerme 1: R bir sonlu karakter bolgesi olsun dyle ki gogu azami R-ideali M igin, R,
degerleme tamlik bdlgesi olsun. A, B, C burulmasiz R-modiilleri olsun.
A sonlu Uretilmis bir R-moduili ve A ‘nin her gorunttsi sonlu temsil edilir olsun.Eger
Ay =(BBC)yise, A=B" @ C"dirdyle ki By = B'y,Cy = C'y.

Bu 6nerme, Onsav 1 ve Teorem 2'ye dayanmaktadir. Teorem 2'ye goére A, =
(B® C)y ise A ve B @ C handiyse izomorfiktir. Bu g¢esit izomorfizmanin tanimina gore, her

sifirdan farkli R-ideali I igcin dyle bir géomme homomorfizmasi f:A - B @ C vardir ki

Anng ( ) + I = R. Onermedeki B’ = f(A) ve C’ise gene bu homorfizmadan gelen bir R-

4
f(BSC)
modull olup, her ikisi de istenen gartlari saglamaktadir.

Bu 6nermenin ve bulgularimizin bir sonucu:
Sonug: R, Onerme 1'deki kosullari saglasin ve G sonlu temsil edilir burulmasiz bir R-moddili
olsun. G’nin ayrigamaz olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogul G’nin ayrisamaz burulmasiz bir R-

moduliine izomorf olmasidir.
13
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Onerme 1’in ispatinda, f(A)’nin sonlu temsil edilir olmasi kullaniimaktadir.

Sonucumuzda is f(A) = G olmasindan dolayi, burada G’nin sonlu temsil edildigini
varsaylyoruz.

3.2 Sonlu Karakter Bolgeleri Uzerinde Krull-Schmidt Ozellikleri

Bir diger amacimiz, sonlu karakter bolgeleri tizerindeki burulmasiz modiillerin KSO ve
ZKSO'lerini incelemekti. Bu dzelliklerin incelenmesinde, zayif izomorfizmalarin
karsilastiriimasiyla elde edilen sonuglari  kullandik. Bununla birlikte [18]'deki, h-yerel
bolgeler tizerinde incelenen KSO ve ZKSO'leri, sonlu karakter bolgelerine genellestirdik.
Ancak bunu yaparken Krull-Schmidt 6zelliklerini, sonlu dretilmis burulmasiz moddiller igin
inceledik. Bunun sebebi ise, ispatladigimiz zayif izomorfizmalarin karsilastiriimasinda sonlu
tiretiime varsayimini eleyememek.

Burada, doktora 6grencimizle, ispatini tamamlamaya calistigimiz, [18]'deki Teorem
3.4 genellestiriimesi olan temel 6ngoérimuiz:

Teorem 4: R sonlu karakter tamlik bolgesi olsun, M bir timleyen ideal olsun ve her
azami R-ideali N #= M igin Ry ayrik degerleme halkasidir.
a. R, sonlu Uretilmis idealleri igin ZKSO'yi saglar ancak ve ancak Pic(R) burulmasiz ise ve
R’nin dyle bir timleyici ideali varsa ki R,, sonlu Uretiimis R- idealler igin KSO'y( saglasin.
b. R sonlu uretilmis idealleri igin KSO’yli saglar ancak ve ancak Pic(R) = 0 ve R’nin 6yle bir
timleyici ideali varsa ki R,, sonlu Uretilmis R- idealler igin KSO’y( saglasin.
c. R, sonlu Uretiimis burulmasiz R-modiilleri icin ZKSOYu saglar ancak ve ancak
Pic(R) burulmasiz ise ve R’nin 6yle bir timleyici ideali varsa ki R, sonlu uUretiimis R-
modidilleri igin ZKSQO'yl saglasin.
d. R, sonlu Uretiimis burulmasiz R-moddlleri icin ZKSOYi saglar ancak ve ancak yerel
olarak izomorf olan modiller izomorfik ise ve R’nin dyle bir timleyici ideali varsa ki Ry, sonlu
Uretilmis R- moduilleri igin KSO'yii saglasin.
e. R, sonlu Uretilmis ranki 1 olan R-modiilleri igin ZKSOYyii saglar ancak ve ancak Pic(R) =
0 ve R’nin dyle bir timleyici ideali varsa ki R, sonlu Uretilmis ranki 1 olan modduller igin
KSO'yi saglasin.

Bu teoremin a, b, ¢ ve d maddelerini ispatladik. Bunlarin ispati Teorem 1 ve 2 ‘ye

dayanmaktadir. Ayrica, [18]'deki Teorem 2.7’nin genellestiriimesini kullanmamiz gerekti:

14
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Onsav 4: R bir sonlu karakter tamlik bélgesi olsun. R’nin sonlu Uretilmis idealler igin

KSO'yii saglamasi ancak ve ancak R sonlu Uretiimis idealler icin ZKSO'ylii sagliyor ve
Pic(R) = 0.

Onsav 4’Gn [18]'deki versiyonunda, yazarlarin, ranki 1 olan modiiller ile ilgili ispat
ettigi [18, Onsav 2.6] kullaniimaktadir. Biz heniiz bunun bir genellestirmesini bulamadik,
ancak Onsav 4'( ispatlamak icin isimize yarayacak bir sonug c¢ikardik:

Onsav 5: R bir sonlu karakter tamlik bélgesi, 1,J idealleri olsun. Eger | sonlu iretilmis
ise, bir nigin, I™ = J™ ancak ve ancak I = J.

Bu 6nsav, Teorem 1 ve Onsav 2'ye dayanmaktadir.

Su ana kadar, sonlu karakter halkalari Gzerinde, ranki 1 olan modiiller Gzerinde Krull-
Schmidt 6zelliklerine hakim degiliz. Dolayisiyla, teoremin e maddesi konusunda caligma
yapamadik. Fakat, Onsav 4’G ranki 1 olan modiiller igin genellestirebilirsek, bu maddeyi

ispatlayabilecegimizi dngdriyoruz.
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4. TARTISMA/SONUC
4.1 Projemiz sonuglari:

4.1.1 Zayif izomorfizmalarin denklik durumlari

ilk amacimiz, sonlu karakter bélgeleri Gizerinde, burulmasiz moddiller igin, handiyse,
kararli ve yerel olarak adlandirdigimiz zayif izomorfizmalarin denkliklerinin arastiriimasiydi.
Bunu yapabilmek i¢in [17]deki, h-yerel tamlik boélgeleri izerinde, zayif izomorfizmalarin hangi
durumlarda denk olabilecegini genellestirmeye calistik. Sonug olarak, 3.1’de de acikladigimiz
Uzere, ilk planimizin ise yaramamasi sonucu B planimiza yénelerek, her ¢ zayif
izomorfizmanin da birbirlerine ne zaman denk olabilecegini gosterdik (Teorem 3).

Sonlu karakter tamlik bolgeleri Uzerinde, iki burulmasiz modilin, hem yerel hem de
kararl olarak izomorfik olmalari icin, bu modullerden birinin sonlu dretilmis olmasini
varsayllmisti. Bunun sebebi ise, Onsav 1'de, Nakayama Onsav'ini kullanabilmekti. Biz,
simdiye kadar, bu varsayimin kaldirilmasi durumunda bu iki zayif izomorfizmanin denkligine
dair bir sey sodyleyemedik. Ayrica, bu varsayimin mutlaka olmasi gerektigini gosteren bir
karsit 6rnek de bulamadik. Eger, yariyerel (sonlu sayida azami ideali olan halka) bir tamlik
bdlgesi Uzerinde, yerel olarak izomorfik olan ama izomorfik olmayan iki tersinebilir ideal
bulabilirsek, karsit bir drnek elde edebilecegimizi distintyoruz. Bdyle bir érnegi
disinmemizin sebebi, Gere¢ 1’e dayanmaktadir.

Sonug olarak, sonlu karakter bdlgeleri Gzerinde, aldigimiz iki burulmasiz modul igin,
kararli, yerel ve handiyse izomorfizmalarin denkliklerini, bu modullerden birinin sonlu
uretilmis olma durumunda, gosterdik.

Buradaki bulugularimizi sonuglarimizla beraber bir makalede derleyip, SCI duzeyinde

bir dergiye (Journal of Pure and Applied Algebra) génderdik [6].

4.1.2 Krull-Schmidt ozellikleri
Proje 6nerimizde, Krull-Schmidt 6zelliklerini, sonlu karakter halkalarindan daha genel
olan, neredeyse yerel-butunsel tamlik bolgeleri Uzerinde incelemeyi amaclamistik. Ancak,

Onerimizde de bahsettigimiz tGzere, gostermeyi planladigimiz zayif izomorfizma
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denkliklerinde ihtiyacimiz olan ana arag¢ (Onsav 3)'in ispati igin B planimizi uygulamak

durumunda kaldik. Dolayisiyla, takvimimizin son kisminda, Krull-Schmidt ézelliklerini, sonlu
karakter halkalari Gzerindeki burulmasiz sonlu liretilmis modiller igin, incelemeye basladik.

Oncelikle, bu 6zellikleri, h-yerel halkalar (izerindeki buruimasiz modiiller icin inceleyen
[18]'i analiz ettik. Ve buradaki sonuglari sonlu karakter bolgeleri icin genellestirmeye calistik.
[18]'deki Teorem 3.4'te, idealler ve ranki 1 olan modiiller i¢in, hem KSO hem de ZKSO
incelenmistir. Bu teoremin ispatinin buyik kismi [17]deki, zayif izomorfizma denkliklerine
dayanmaktadir. 4.1’de de bahsettigimiz Gzere, biz, bu denklikleri sonlu dretilmis modiiller igin
genellestirebildik. Bunun sonucu olarak Teorem 4’0 6ngoérdik. Bu teoremin ilk dort maddesini
zayIf izomorfizmalarin denkliklerini konu alan makalemiz [6]'deki bulgularimiz ve

sonuglarimizla ispatladik. Teoremimizin son maddesi, heniz bir dngori asamasindadir.

4.2 Oneriler:

Projemizde elde ettigimiz sonuglar ve éngoruler dogrultusunda, sonlu karakter
halkalari Gzerinde, simdilik, sonlu Uretilmis modiiller icin Krull Schmidt 6zelliklerini incelemek
daha yere basan bir arastirma gibi gérinmektedir. Bu arastirmamizin litaratlre dnemli bir
katki yaptigini disinlyoruz. Calismamiz esnasinda yapmis oldugumuz bazi taramalar
neticesinde, deger halkalari Gzerinde tanimlanmis sonlu Uretilmis moddller Gzerinde, Krull-
Schmidt dzelliklerini inceleyen makaleler [28] ve [33] bulduk.

Teorem 4’Un e sikkinin [18]'deki versiyonunun ispati, ranki 1 olan moddilleri
anlamanin yani sira, gruplar i¢in gelistiriimis ve moddl teoriye adapte edilmis olan, bir baska
zayIf izomorfizmaya, yari-izomorfizmalara, dayanmaktadir. Hentiz bu iki konu hakkinda
gerekli galismalari yapamadik. Ancak, hem [18] hem de [33]'de, Krull-Schmidt 6zellikleri igin,
bu zayif izomorfizmanin kullaniliyor olmasi, bizim de bu izomorfizma ¢esidini anlamamizin
Teorem 4’Un e sikkini ispat etmek igin faydali olabilecegini distindurtlyor. Bundan sonraki
calismalarimizi bu kisimda yodunlastiracagiz, doktora 6grencimizle [33]’'U analiz edip,

Teorem 4’Un ispatini tamamlamayi1 amagliyoruz.
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