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Bolum 1

Ozet

Bu projede, keyfi ve g-deforme olmus dispersiyona sahip dogrusal olmayan
yeni integrallenebilir sistemler ve tam ¢oziilebilen dinamik quantum simetrile-
rine sahip kuantum modellerin hiyerarsisi insa edildi. Ilk olarak, normal koor-
dinatlarda g- ve f- deforme olmus osilatorler de dahil olmak fizere, klasik ¢cok
boyutlu integrallenebilen sistemler deforme olmus keyfi deformasyona sahip
dogrusal olmayan osilatorler olarak ¢oziildii. Schrodinger gosteriminde, keyfi
dispersiyona sahip quantum parametrik osilator denklemi ¢oziildii, quantum
dinamik simetrileri bulundu, zamana bagl evrim ve tam ¢oziimleri de ince-
lendi. Dogrusal olmayan integrallenebilen evrim denklemleri NLS, DNLS ve
AKNS ile onlarin dogrusal gosterimleri i¢in, dogrusal olmayan deformasyona
sahip dispersiyonlar inga edildi. Ozel olarak, yineleme operatériin yardimiyla,
g-deforme olmus ve goreli dispersiyona sahip NLS, DNLS denklemler hiyerar-
sisi ve kargilik gelen rezonant soliton denklemleri elde edildi. Dinamik simetri
ve evrim operatorii yontemleri ile zamana bagh agirlik ve frekansa sahip ku-
antum parametrik osilator icin Schrédinger denklemi ¢oziildii. Bu modeller
i¢in koherent durumlar, sikigtirilmis koherent durumlar, resonant ve soniim-
leme dinamikleri elde edildi. Kuantum Fourier doniigiimii yardimiyla, birin
kokleri olan q ile iligkili, kuantum grup simetrisi olarak koherent durumlarin
superpozisyonu insa edildi. Bu kaleydoskop durumlar kuantum enformasyon
birimi olarak goriilebilir. Tekli ve ¢oklu kubitler i¢in Apollonius gosterimi
bulundu. Halka bi¢imli bélgede N-poligon girdaplar ve onlarin dogrusal ol-
mayan osilator olarak quantizasyonu c¢alisildi. Generik pg-Fibonacci ve altin
analitik durumlar i¢in g-analitik koherent durumlar ve ilgili Fock-Bargman
gosterimleri tanitildi. Anahtar kelimeler: integrallenebilir sistemler, dina-
mik simetrileri, quantum parametrik osilator, koherent durumlar, girdap

10
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Bolum 2

Abstract

In this project we construct a new class of classical nonlinear integrable
systems with an arbitrary deformed and in particular with g-deformed dis-
persion, and exactly solvable hierarchy of quantum systems with dynamical
quantum symmetry. We have solved classical multidimensional integrable
systems as an arbitrary deformed nonlinear oscillators, including ¢- and f-
deformed oscillators, in normal coordinates. In the Schrodinger picture, we
solved non-stationary, parametric Schrodinger equations with arbitrary dis-
persion, found quantum dynamical symmetries, exact solutions and time evo-
lution.

We constructed nonlinear deformations of dispersion for integrable non-
linear evolution equations like NLS, DNLS and AKNS and their linear rep-
resentations. In particular, we obtained, by the recursion operator, the q-
deformed and relativistic dispersive NL.S and DNLS equations on correspon-
ding hierarchies and corresponding resonant soliton equations.

By dynamical symmetry and by evolution operator methods we have sol-
ved parametric oscillator equation with arbitrary time dependent frequency
and mass parameters. For these models we have obtained coherent states,
squeezed coherent states, resonant and damped dynamics. Superposition of
coherent states with quantum group symmetry, associated with ¢ as roots of
unity, are constructed by quantum Fourier transform. These kaleidoscope sta-
tes describe units of quantum information, for which we obtained Apollonius
representation of single and multiple qubits. We study motion of N polygon
vortices in annular domain and quantization of this motion as nonlinear oscil-
lator. We introduced g-analytical coherent states and related Fock-Bargman
representation for generic pg-Fibonacci and golden analytical states.

11
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Bolim 3
Giris

Projenin amaci, simetrik, simetrik olmayan ve Fibonacci durumlarini igeren,
keyfi deformasyon ve g-deformasyona sahip dogrusal olmayan yeni integralle-
nebilir sistemler siifi insa etmek. Bu dogrultuda, genellegtirilmig ve zamana
bagh parametrik g- ve f-deformasyona sahip osilatorler ¢oziildii. Duragan ol-
mayan, parametrik ve keyfi dispersiyona sahip Schrodinger denklemleri i¢in
dinamik quantum simetrileri ve tam ¢oziimleri elde edildi.

Bu tiirden dispersiyona sahip dogrusal Schrodinger denklemi Pashaev
(2009) tarafindan tanitildi, ve bu modelin duragan olmayan ve parametrik
genellemesini Biiyiikagik ve Pashaev (2009, 2010, 2012) yontemleriyle gali-
sildi.

Ozellikle, hidrodinamigin klasik ve kuantum problemlerinde simirh bol-
gede N-girdap ve kaynak olarak uygulamalar: incelendi. Pashaev ve Yilmaz
(2008, 2009, 2011) galigmalarinda annular bolgede tanimh N-girdap proble-
mini g-fonksiyonlar cinsinden ¢ozdiiler. Bu sonuglar, Pashaev (2012, 2014)
tarafindan sinirli bolgedeki keyfi akig i¢in iki cember teoremi olarak genelles-
tirildi. Pashaev (2015) bu sonuglari koseli bolgede girdaplarin kaleidoscope
olarak nasil genigletilebilecegini gosterdi ve girdap problemini lineer olma-
yan f-osilator olarak tanimladi. Pashaev (2015) yaklagimini kullanarak NLS,
AKNS ve KP gibi dogrusal olmayan integrallenebilir evolusyon denklemle-
rin dispersiyonu icin dogrusal olmayan deformasyonlar tanitildi. Ozellikle,
yineleme operatorii ile g-deforme olmug dispersiyon denklemlerle ilgili hiye-
rarsileri ve bunlarin rezonans soliton ¢oziimleri elde edildi.

Dogrusal olmayan integrallenebilir sistemler, dispersiyon ve dogrusal ol-
mayan etkilerin dengelendigi, tam c¢oziilebilen klasik ve kuantum modellerin
genis bir sinifim temsil eder. Bu sistemlerin, 6zel soliton ¢oziimleri fizigin ve

12
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miithendisligin birgok dalinda kargimiza ¢ikar. Sonsuz boyutlu simetri grubuna
sahip, bu sistemler olaganiistii 6zellikler gosterir. Ornegin, simetriden dolay1
keyfi sayida solitonlar cinsinden soliton ¢oziimlerinin elde edilmesi miimkiin,
ve ayrica, Kdv, NLS ve KP gibi soliton denklemlerinin sonsuz hiyerarsilerini
olugturur. Bu simitriler temelde kuantum gruplara dayanir. Bu gruplarin,
degismeli olmayan geometri, diigiim teorisi, topolojik solitonlar, dizi teorisi
ve yergekimine uygulamalar: vardir. Ayrica, kuantum Heisenberg-Weil gru-
bunun gerceklesmesinde q-osilatorler temel rol oynar. V. Manko ve diger
yazarlar (1993,1995) q-osilatoriin fiziksel anlamim agikladilar, ve frekansi os-
cillasyonlara bagl dogrusal olmayan osilatore karsilik geldigini gosterdiler. Bu
yaklagimi f-osilator i¢in de uyguladilar. Ayrica bu yontem, kiitle ve frekans
gibi sabit parametrelerin integral zaman sabiti ile degistirilmesi sonucunda
degisken parametreli daha genis integrallenebilir sistemler sinifinin elde edil-
mesine yol a¢t1. Boylece yeni system integrallenebilir 6zelligini korur ve lineer
olmayan osilatorlerin hiyerarsisini olugturur. Pashaev (2015) integrallenebi-
len bir boyutlu her denklem eylem-ac1 degiskenler cinsinden dogrusal olmayan
f-tipi osilatore denk geldigini, tam ¢oziilebildigini ve kuantize edilebildigini
gosterdi. g-analitik coherent durumlarinin yeni bir sinifi ve Fock-Bargmann
gosterimleri Pashaev ve Nalci (2014) tarafindan elde edildi. Parvani ve Pas-
haev (2008), kuantum informasyon teorisi ve soliton hiyerarsisi iligkisinden
yola ¢ikarak soliton tipi dogrusal olmayan g-ve f-deformasyonlu denklemler
tanittilar. Pashaev (2009) relativistik dogrusal olmayan integrallenebilir ve
relativistik diizeltmeye sahip NLS denklemi elde etti.

Onemli bircok fiziksel sistem, evrim tipi dogrusal olmayan kismi diferansi-
yel denklemlerle modellenir. Sonsuz simetri gruplarina ve soliton ¢éziimlerine
sahip bu denklemlerin 6zel bir sinifi ayricalikli rol oynar. Bu da denklemin
dispersiyonu ile dogrusal olmama durumu arasinda ve yineleme operatoriiniin
yapisinda yansitilan, kesin bir iligkiye yol acar. Yineleme operatorii ters sa-
¢ilma (inverse scattering) yontemi ile ¢oziilebilen evrim denklemlerinin sonsuz
hiyerargisini verir. NLS hiyerargisi igin bu operator ile, enformasyon 6lgiileri-
nin hiyerargisi (Parwani ve Pashaev, 2008) tarafindan, relativistik Schrédin-
ger denklemi (Pashaev, 2009), ve simetrik g-dispersiyona sahip Schérdinger
denklemi (Pashaev, 2015) tarafindan elde edilmigtir.

Bu projede, simetrik olmayan g-dispersiyona ve Fibonacci tipi dispersi-
yona sahip tam ¢oziilebilen modelleri ¢aligildi, ve ilgili Lax denklemleri for-
mule edip simetri gruplarii ve soliton ¢oziimlerini elde ettik. Rezonant so-
litonlar 141 boyutta, (Pashaev ve Lee, 2002) tarafindan tamtilmigtir. Daha
sonra, kuantum potansiyelinin tanitim ile zarf (envelope) soltion denklem-
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lerinin rezonant uzantilarimin nasil elde edilecegi (Pashaev, Lee ve Rogers,
2008), 2+1 boyutlu DS denkleminde (Rogers ve Pashaev, 2011), KP-II i¢in
(Pashaev ve Francisco, 2005)" da gosterilmigtir. (Kodama, 2010) tarafindan
sig su dalgalarina uygulamalar1 gosterilmigtir. Projede ayrica DNLS, AKNS
ve KN hiyerarsisi gibi diger tam ¢oziilebilen hiyerarsiler i¢in g-dispersiyona ve
Fibonacci tipi dispersiyona sahip tam ¢oziilebilen modeller elde edildi. Ozel-
likle, g-dispersiyonlu denklemler ve ilgili SO(2,1) AKNS ve KN hierarsisi igin
goreli rezonant soliton ¢oziimleri bulduk.

g-osilatoriiniin analitik koherent durumlar1 (Arik vd., 1976)’da tasvir edil-
migtir. Projede, g-analitik fonksiyonlar olarak (Pashaev ve Nalci, 2014) tara-
findan tanitilan yeni kompleks fonksiyonlara dayali, yeni g-analitik koherent
durumlar1 ve g-analitik Fock-Bargman temsilleri ¢aligildi. Bu durumlar mo-
delin kuantum simetrisini daha agik bir sekilde gosteriyor ve dolagik kuantum
durumlar: i¢in ¢oklu kuantum bitinin bulunmasina imkan veriyor. Bu fonk-
siyonlarin ve durumlarin benzerini g-simetrik ve Fibonacci durumlari ig¢in
de galigtik. Parametrik osilatoriin Schrodinger denklemini ¢ézmek igin gesitli
yontemler geligtirilmigtir. Bu modelleri keyfi f- ve g-dispersiyonu icerecek
sekilde geniglettik. Daha sonra, kuantum grubu olarak modellerin dinamik
simetrisini ¢ahgtik. Bu yonde baz1 ¢alismalar (Man’ko, 1995), (Batouli vd.,
2015)’de yayimlanmigtir.
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Bolum 4

Literatiir Ozeti

Integrallenebilen sistemlerin ve soliton teorisinin kesfi (Bullough ve Caudrey,
1980) kitabinda iyi bir gekilde yansitilmigtir. Bu sistemleri ters sagilma (in-
verse scattering) yontemi ile ¢ézmenin yollar1 (Novikov vd.,1984), (Ablowitz
ve Segur, 1981)’de 6zetlenmistir. Soliton denklemlerinin ¢oziimiine yonelik
farkl teknikler ve uygulama alanlar1 (Scott, 1999) tarafindan derlenmistir.
Integrallenebilen evrim denklemlerinin AKNS hiyerarsisi ve bununla ilgili
yineleme operatorii (Ablowitz vd., 1974)’de tamtilmistir. Integrallenebilen
hiyerarsi ve bilgi 6lgtimleri arasindaki iligki (Parwani ve Pashaev, 2008) ta-
rafindan elde edilmigtir. BF ve Chern-Simons topolojik teori ile integralle-
nebilen hiyerarsilerin iligkisi (Lee ve Pashaev, 1998), (Pashaev ve Giirkan,
2007) tarafindan incelenmistir. Schrodiger hiyerarsisini kullanarak, relativis-
tik diizeltmelere gore her mertebede integrallenebilen relativistik Schrodinger
denklemi ve relativistik dogrusal olmayan Schrédinger denklemi (Pashaev,
2009) tarafindan insa edildi. Simetrik olarak g-deforme olmus, dispersiyona
sahip ve her mertebede integrallenebilen NLS denklemini (Pashaev, 2015)
tanitmigtir.

Kuantum potansiyel terimini de igeren NLS denklemi i¢in rezonant so-
litonlar (Pashaev ve Lee, 2002) tarafindan kegfedilmigtir. Bunun genel NLS
i¢in genigletilmesi (Pashaev, Lee ve Rogers, 2008) tarafindan, zarf soliton re-
zonanslar ve Madelung olmayan Broer-Kaup tipi denklemler i¢in (Pashaev,
2012) tarafindan yapildi. Plazma fizigine uygulamasi (Lee vd., 2007)’de ele
alindi. KP II i¢in soliton rezonanslarin AKNS hiyerarsisi ilk olarak (Pashaev
ve Francisco, 2005) tarafindan elde edildi ve sig su fenomenine uygulamasi
(Kodama, 2010) tarafindan gergeklesmigtir.

(Biiyiikagik ve Pashaev, 2009, 2010, 2012)) ¢aligmalarinda, 6zel polinom
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ve fonksiyonlarla ilgili parametrik kuantum osilator problemlerini, kuantum
Stum-Liouville problemi olarak tanittilar, ve tam ¢oziimlerini elde ettiler.
Ayrica bu sonuglar1 Schrodinger denkleminin dogrusal olmayan Madelung
formunu bulmak ve ¢ézmek i¢in de kullandilar.

Yakin zamanda kuantum integrallenebilen sistemler alaninda, g-deformasyona
sahip Lie gruplar yeni kuantum gruplar1 olarak kegfedilmistir, (Doebner ve
Hennig, 1990). Kuantum q-osilatér kavrami, g-deformasyona sahip harmonik
osilator olarak kuantum Heisenberg-Weyl grubu ¢aligmalarinda tanitilmigtir,
(Biedenham, 1989), (Macfarlane, 1989), (Sun, 1989). Bu osilatér simetrik
g-kalkiiliisii ile ilgilidir (Kac ve Cheung, 2002). g-osilatoriin bagka bir versi-
yonu (Arik ve Coon, 1976) simetrik olmayan g-kalkiiliisii ile ilgilidir. Fark,
g-sayisinin tanimindadir. Bu sayilarin ve osilatorlerin farkli ve genellegtiril-
mis versiyonlar1 (Arik vd.,1992), (Algin, 2005), (Chakrabarti ve Jagannathan,
1991), (Pashaev ve Nalci, 2012) tarafindan galigilmigtar.

(Man’ko vd., 1993, 1995)in makalelerinde q-osilatoriin fiziksel anlamina,
dogrusal olmayan salinga¢ olarak ifade ettiler. Bu osilatoriin frekansi ener-
jiye hiperbolik cosinus geklinde baghdir. (Man’ko vd., 1993, 1995) frekansin
enerjiye keyfi bir fonksiyon olarak bagili oldugu durumlari tanittilar, ve bun-
lar1 f-osilator olarak adlandirdilar. (Dodonov, Malkin ve Man’ko, 1974) bu
osilatoriin kuantum optiginde énemini agikladilar.

g-koherent durumlarin genellemesi olan f-koherent durumlar (dogrusal ol-
mayan koherent durumlar) (Man’ko vd., 1997) tarafindan bulundu. g-osilatériin
dogrusal osilatére dontigiimii (Curtrihgt ve Zachos, 1990), (Polychronakos,
1990)’de tanitilmigtir (Kulish ve Damaskinsky, 1990) ve (Song, 1990)’un ¢a-
lismalarinda kullanilmigtir. Kompleks analitik fonksiyonlarin yeni sinifi ola-
rak g-analitik fonksiyonlar, g-analitik koherent durumlar ve g-analitik Fock-
Bargman temsili olarak uygulamalar1 (Pashaev ve Nalci, 2014) tarafindan
tanitilmigtir. Dolagik g-bit durumlari igin koherent durumlarin uygulamasi
(Pashaev ve Giirkan, 2012) tarafindan yapilmigtir.

Trigonometrik dispersiyona sahip Izotropik antiferromiknatislar icin spin
dalgasinin dinamik simetrisitrisi (Makahankov, Pashaev ve Sergeenkov, 1985)
tarafindan aragtirilmigtu.

(Man’ko, 1995), (Batouli vd., 2015)’ de kuvvet uygulanmig parametrik
osilatoriin kuantum grup dinamik simetrisi incelenmigtir. Burada, q-osilatoriin
hareket integralleri kuantum Heisenberg-Weyl grubunun yer degisme bagin-
tisina sahipler.

Integrallenebilen modellerin sinifin1 g-tiirev ile genigletme konusunda bir-
¢ok caligma yapilmigtir. g-dogrusal Schrédinger modeli igin (Dayi ve Duru,
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1998), (Pillin, 1994)’den bahsedebiliriz. Dogrusal olmayan durum igin, Lax
¢iftinin g-tiirev cinsinden formiilasyonu kullanildi (Adler vd., 1998), (Frenkel,
1996), (lliev, 1998), ve zaman 6lgeginde (Giirses vd., 2008) inceledi.

Sok solitonlarin g-analogu, g-uzayinda ve zaman degigkenleri cinsinden
(Nalc1 ve Pashaev, 2010) tarafindan tamtilmigt1, ve sadece bir q-uzay1 durumu
(Pashaev ve Nalci, 2012)’de verildi. Bu projede onerilen yaklagim farkhdir.
Dispersiyonun - ve f-deformasyonunu yapacagiz ve ardindan hiyerarginin
standart tiirevlerini kullanacagiz.

Halka bi¢imli bolgede tanimli girdap problemine g-fonksiyonlarla yakla-
sim yontemi (Pashaev ve Yilmaz, 2009, 2011) tarafindan geligtirilmistir, ve
genel iki gember teoremi olarak (Pashaev, 2012, 2014) tarafindan formiile
edilmistir. Bir nokta girdap i¢in bu hareketin f-osilator olarak kuantizasyonu
(Pashev, 2015) tarafindan yapilmigtir. Chern-Simons teorisine uygulamasi
(Pashaev ve Giirkan, 2007) ¢aligmasinda goriilebilir. Bu galigmalar kama
bi¢imli bélgeler i¢in genisletmeyi, iki nokta ve ¢oklu nokta girdap konfigii-
rasyonlarin1 kuantize etmeyi ve ¢oklu nokta girdap durumlarini g-bit olarak
inga etmeyi planliyoruz.
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Bolum 5

(Gerec ve Yontem

Integrallenebilen sistemler ve dogrusal olmayan osilatorler

1. Cok boyutlu integrallenebilen sistemlerin gosterimini, eylem-aci degisken-
ler cinsinden, genlige bagh frekansa sahip q-ve f-tipi dogrusal olmayan osi-
latorler seklinde bulduk. Ozellikle, simetrik, simetrik olmayan, Fibonacci ve
altin durumlarini ¢aligtik. Bunun i¢in klasik ve kuantum mekaniklerin yon-
temlerini kullandik.

2. Integrallenebilen sistemleri dogrusal olmayan osilatorler olarak goster-
dik. Sonlu boyutlu integrallenebilen sistemlerin, ¢ok boyutlu dogrusal olma-
yan osilatorler olarak temsilini elde etmek i¢in eylem-ac1 degiskenlerine ka-
nonik déniigiimler uyguladik ve onlar1 q ve f-osilatér olarak formiile etmek
i¢in kanonik olmayan doniisiim kullandik.

Kuantizasyon ve kuantum grup simetrisi

1. Cok boyutlu kuantum integrallenebilir sistemler i¢in enerji spektrumunu,
O0zdurumlarini, koherent durumlarini ve zamana bagh evrim caligildi.

2. q ve f-osilatorlerin kanonik kuantizasyonu bulundu ve kuantum simet-
riye kargilik gelen kuantum cebirsel yontemler kullanildi.

3. q ve f-osilatorlerin kanonik kuantizasyonu yapildi ve onlarin kuantum
simetrilerini veren kuantum cebiri bulundu. Enerji spektrumu ve 6zfonksi-
yonlar1 g-hesaplama yontemleriyle bulundu.
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Genel f-dogrusal Schrodinger denklemi

1. g- osilator dispersiyonu da dahil, keyfi f-dispersiyona sahip dogrusal ser-
best ve osilator Schrodinger denklemleri 6zel fonksiyonlar cinsinden gosterim
yontemleri ile ¢oziildii.

2. Genel f-lineer Schrodinger denklemleri tanitildi ve ayni yontemle ¢o-
ziimleri bulundu.

3. g-simetrik, simetrik olmayan, Fibonacci ve altin dispersiyonlu lineer
Schréodinger denklemleri tanitildi. Hareket eden dalgalar, genellegtirilmis Kampe
de Feriet polinomlar yontemi ile bulundu.

AKNS, NLS ve KN hiyerarsisi f ve q resonant denklemleri

1. Kuantum simetri, goreli ve g- ve f-dispersiyona sahip dogrusal olmayan
evrim denklemleri inga edildi. Bunun i¢in NLS, AKNS, DNLS ve KN hiye-
rarsilerinin yineleme operatorler yontemi kullanildi. Soliton, periyodik dalga
ve Ozellikle rezonant soliton gibi ¢oziimleri bu yontemle elde ettik.

Kuantum parametrik osilatoriin ¢oziimleri ve kuantum dinamik si-
metrisi

1. Schrodinger gosteriminde, degisken parametreli duragan olmayan quantum
osilator problemi ¢oziildii. Bunun igin dinamik simetri ve evrim operatori
yontemleri kullanildi.

2. Dalga fonksiyonlar, koherent durumlar, sikigtirilmis koherent durumlar
bulundu, ve davraniglari zamana bagli parametrelere bagl olarak analitik
yontemler kullanarak incelendi.

3. Keyfi dogrusal olmayan dispersiyona sahip degisken parametreli Sch-
rodinger osilator denklemleri tanitildi. Bu modellerin kuantum dinamik si-
metrisi belirlendi, ¢éziimleri ve koherent durumlari elde edildi.

f kuantizasyon ve girdap hareketi

1. Bir nokta girdap, iki nokta girdap ve N- nokta girdap ¢okgeni gibi ¢6ziim-
lerin halka bi¢imli bolgelerinde, f-osilatoriin kuantizasyonunu bizim yontem-
lerle elde edildi.

2. f-osilator yontemi ile girdap hareketlerinin kuantizasyonu yapildi.
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3. Iki cember teoremini uygulayarak, kama ve halka bi¢imli sinirh bolge-
lerde tanimli girdap ve kaynak konfigurasyonlar1 bulundu. g-6zel fonksiyonlar
cinsinden ¢ozlimleri bulundu ve analiz edildi.

Simetrik ve Fibonacci g-analitik durumlar

1. Simetrik olmayan g-analitik durumlarin kavrami, simetrik g-analitik du-
rumlara, Fibonacci-analitik durumlara ve altin-analitik durumlara genisle-
tildi. Bunun i¢in kuantum mekanigin yontemleri kullanildi. Bu tiirden ana-
litik ozelliklere sahip koherent durumlari ve kuantum durumlar: i¢in Fock-
Bargman temsili bulundu. Dolagiklik 6zelligine sahip ¢oklu koherent durum-
lar ve yeni kuantum simetriler ayni metod ile inga edildi.
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Bolum 6

Bulgular ve Tartismalar I:
Integrallenebilen sistemler ve
dogrusal olmayan osilatorler

6.1 Genel Dispersiyon

Kompleks formdaki diizlem dalga
ei(kx—wt) (61)

dalga karakteristikleri ile belirlenir: dalga vektorii k dalga yayilimi yontinde-
dir ve mutlak degeri agsagidaki gibidir

k=" (6.2)

burada, A dalganin dalga boyudur ve w = 27v agisal frekanstir. Elektroman-
yetik alan icin frekans ve dalga numarasi arasindaki iligki asagidaki esitlikle

verilir
W2

ve bu da dispersiyon iligkisini vermektedir
w(k) = +|k|. (6.4)

Genel durumda dalga fonksiyonu dogrusal siiperpozisyon durumundadir [29])

u(x,t) = /A(k) elox=w9t) g3 g (6.5)
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Burada
w=w(k) (6.6)

dalga denklemi tarafindan belirlenen genel dispersiyon bagintisidir.
Dalga karakteristikleri olan w ve k, kuantizasyon sonrasi enerji ve mo-
mentum gibi parcacik karakterisitikleri ile iligkisi asagidaki gibidir

E =hw, p=hk (6.7)

6.1.1 Goreli (rolativistik) ve goreli-olmayan pargacik

Goreli-olmayan serbest parcacik igin enerji, momentumun kuadratik formun-

dadir )
p
E=— )
577 (6.8)

ve karsilik gelen dalganin dispersiyon iligkisi agagidaki gibi bulunur
k2
wk) =h— (6.9)

om’

Goreli parcacik i¢in enerji ve momentum arasindaki iligki ise agagidaki gibi
verilir,

E2
== m?c® + p?, (6.10)
ve dispersiyon formiilii kolaylikla bulunur
2 2.2 2
%:ﬁ;+w:%+w, (6.11)
Burada,
w mec 2T
ve "
A= — (6.13)

goreli kuantum pargacigin Compton dalga boyudur. Denklem (6.11)’den dis-
persiyon iligkisinin goreli formu elde edilir

mc? k2
k) =+—1/1 44 .
wk) h + m2c?

(6.14)
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Goreli-olmayan limitte, p << mc enerji bagintisi agagidaki gibidir

2

E=mc+ 2p—m, (6.15)
ve kuadratik dispersiyon iligkisi
K2
w(k) = wy + h% (6.16)

olur. Bir bagka limit p >> mc ultra-goreli limittir ve buna karsilik gelen
dispersiyon agagidaki gibi dogrusaldir

w(k) = c|k|. (6.17)

6.1.2 Farkh dispersiyon iligkileri

Katilarda fononlar:

k -
w(k) = wy |sin 2a (6.18)
Yari-iletkenler:
k? k2 k2
k) = h—— + h—2 + h—>—. 1
W( ) 2m1 + 2m2 * 2m3 <6 9>

Magnonlar ve spin dalgalari
1) Ferromanyetik: Diizlem dalga magnonlarin frekanslar agagidaki gibi verilir
w(k) :wg—l—JsZ(l—cosk-é). (6.20)
5

Tek boyutlu lineer zincirde iki magnonun bagh durumu igin dispersiyon:

k
w(k) = wpsin® 7a. (6.21)

2) Antiferromanyetik: s spinli lineer spin zinciri igin, antiferromanyetik
uyarilmanin spektrumu dispersiyonu verir [20]

2
w(k) = §| sin ka. (6.22)
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6.1.3 q - deforme olmus dispersiyonlar:

Kuantum gruplari, g-analizine gore, dispersiyon formiillerinin matematiksel
deformasyonunu belirler. Bir dispersiyon iligkisi w = w(k) ele alahm. Bu
durumda

Q(k) = wo [”(’f)} (6.23)
wWo q
dispersiyonun bir g-deformasyonudur, ve wy sabit bir karakteristik frekans-
tir. Burada, g-analizin tiirline gore farkli deforme olmus dispersiyon cesitleri
bulunmaktadir:
1. Simetrik olmayan qg-dispersiyon:

w(k)/wo _ 1 k
k) = wp i =L [R] (6.24)
qg—1 Wo |g4
2. Simetrik g-dispersiyon:
wk)/wo _ ,—w(k)/wo inh(In ¢<&)
q q w(k) sinh(ln ¢=
Q(k) = - i TP
(k) = wo qg—q! w0 [ wo ]~ sinh(In q) (6:25)

Bu iki dispersiyon bilinen dispersiyonlara indirgenebilir: ¢ — 1 i¢in Q(k) —
w(k).

3. Fibonacci dispersiyonu:
QOw(k)/WO _ (pl—w(k)/wo
p—¢

Q(k) = WOFw(k)/wo = Wy (6.26)

6.1.4 Tek serbestlik derecesi

Eylem-ac1 degiskenleri cinsinden gosterimi yapilan integrallenebilir modelle-
rin lineer olmayan salimimlar olarak diigiiniilmesine izin verir. Tek serbestlik
dereceli Hamiltonyen sistemi, enerji korunumundan dolay: integrallenebilir-
dir. H(p,q) fonksiyonu (¢, p) kanonik degiskenli Hamiltonyen fonksiyonu ol-
sun. Eylem ve aq degiskenleri (J, #) tireteg fonksiyonuyla verilir

S(q,J) = S(q, H(J)) = /qp(q, H)dg. (6.27)

ve kisaca asagidakiler cinsinden hesaplanir

_ % plq, Hydg = J(H), 0=2297) (6.28)

J
oJ
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Hareketin sonlu oldugunu varsayiyoruz ve integrali salinimin tam periyodu
iizerinden aliyoruz. Hamilton hareket denklemleri bu degiskenler cinsinden
soyledir:

OH(J) . OH(J)

—— =0, 0=——=w(J). 6.29
IIk denklem H'’nin sadece J’nin bir fonksiyonu oldugunu, 6’dan (halkasal
koordinat), ve eylem degigkeninden bagimsiz oldugunu gerektirir, bununla
beraber E hareketin integralidir. Ikinci denklem lineer olmayan frekans w =

w(J)’y1 verir.

J =

J=J(E), 0(t)=w(J)t+ 0. (6.30)
S ve 6’'nin bir periyoddaki degigimi
A
AS = %pdq =2nJ, Af= % = 2, (6.31)

ve sistemin yoriingesi faz uzayinda (p, q) verilen zaman ekseni ¢ ile silindirik
yiizey iizerinde bir egri temsil etmektedir. Oyleyse, (.J, §)'nin fonksiyonu olan
orjinal degigkenler (q,p) periyodiktir ve spektral ayrigtirma olarak Fourier
serisine ayrigtirilabilir

o)

9(1,0) = > au(De™, p(J,0) = pal(J)e™. (6.32)

n=——oo n=—oo

6.1.5 Coklu-periyodik sistemler

Eylem degiskenleri Jy, Js, ..., Js ve ag1 degiskenleri 6y, 65, ..., 0, olan integral-
lenebilir sistemler i¢in Hamiltonyen,

H=H(J, s, ..., J,) (6.33)

ve Hamilton hareket denklemleri:

OH(J)
0,

Jp = =0, 6= Ck=1,2,..,s. (6.34)

Dolayisiyla, agagidaki sonucu elde ederiz

Jp = constant,  0(t) = wi(J)t + 6,(0). (6.35)
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Burada frekanslar w;, asagidaki degiskenler cinsinden tanimlhidir
_ OH(J)

wr = wi(J1, Jo, oy Js) = a7 k=1,2,..,s. (6.36)
Eylem degigkenleri agagidaki gekilde tanimlanir
f
Je=¢ > pidg, k=12, (6.37)

ayrica koordinatlar ve momentum periyodik fonksiyonlar olup Fourier serisine
acilabilir

F= 30 Gy (i, oy o J)EmOctnsf0) - (6.38)

Dogrusal osilator

Ornek olarak, dogrusal osilator

2 2.2
p mwoq

Hy = — 6.39
" om T T (6.39)
eylem degiskenleri cinsinden yazilabilir
Ho(J) = CdoJ, w(J) = Wo (640)
ve ¢ozlimleri agagidaki gibidir
H
J==20(t) = wot + 6. (6.41)
Wo

w(J) = wp, J'ya bagh olmadigindan, osilator dogrusaldir. Spektral ayrigtir-
manin sadece n = %1 i¢in harmonikleri vardir

q(J,0) =4/ Tiio sin(wot + 6p), p(J,0) = \/2Jmwg cos(wot + 0y).  (6.42)

Diger modlarim (6.32)’de goriinmesi salimimlarda anharmonik davramslarin
varhigini gosterir. Dogrusal osilator i¢in Hamiltoniyen J'nin dogrusal bir fonk-
siyonudur. Dogrusal osilatorler dizisi i¢in normal koordinatlarda gosterimi

H:w1J1+....+wst (643)
oyle ki salimim frekanslar1 sabittir
0H
W = =, Ok(t) =wit +0,(0), k=1,..s. (6.44)
0Jy
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6.1.6 Kompleks koordinatlarda dogrusal osilator
Asagidaki kompleks degiskeni tanimlayalim
a=ivJe ™ a=—ivJe?, (6.45)
ve Poisson parantezini verelim
{a,a} = —i. (6.46)

Bu degigken cinsinden dogrusal osilatoriin Hamiltonyeni (6.39) veya (6.40)
agagidaki halini alir
HO = Wox. (647)

Kompleks deggkenin, koordinat ve momentum cinsinden ifadesi

2 mwo 2 mwy
olur, veya
1 , _ 1 .
a= (mwoq +ip), a= (mwoq — ip) . (6.49)
2muwg 2mwy
Bu degiskenin zamana bagli evrim denklemi
&+ twpar = 0 (6.50)
veya
&+ wpa =0 (6.51)
agsagidaki ¢oziime sahip '

a(t) = rewot+bo) (6.52)
ve dairenin r = |a| = V/J yaricapmdan bagimsiz sabit wq frekans: ile ori-
jin etrafindaki donmeyi temsil etmektedir. Bu sadece dogrusal osilator igin
gecerlidir.

Dogrusal osilatorler dizisi i¢in agagidaki esitlikler gegerlidir
ap — 1 Jke_wk, O_ék = —1 Jkew’“, (653)
{aw, au}t = —idu, (6.54)
H = wia1aq + ... + wsas0. (6.55)
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6.1.7 Kompleks koordinatlarda genel osilator

Eylem-ac1 degigkenlerinin kuantizasyonu i¢in, zaman eylem degiskeni J ye-
rine hermitik operatér J'nin kullamlmasim gerekir, 6 acis1 yerine de iiniter
operator ¢ kullanilir. Bu, sistemin kuantizasyonu icin uygun degiskenlerin
{0, J} = 1 kompleks fonksiyonlar olmasi gerekliligini gosterir

a=ivVJe ™ a=—ivJe, (6.56)

kanonik parantezi
{a,a} = —i. (6.57)

J = aa oldugundan, bu degiskenler cinsinden tanimli dogrusal osilatér Ha-
miltonyeni dogrusal bir fonksiyondur

HO = woozo_z,

ve genel Hamiltonyen H(J), Hy'm fonksiyonudur
_ Hy
H=H(J)=H(aa)=H|—|. (6.58)
Wo
Bu evrim denklemini dogrusal olmayan salinga¢ olarak tanimlar

Hlod
i = -2 gaP)a = —iw(o)a, (6.59)
oo
ve yiikseklige bagh frekans bagintis

w(lap) = D),

bir hareket sabitidir (integral of motion). Son denklemden |«(t)| = r zaman-
dan bagimsiz oldugu anlagiir ve ¢6ziim

a(t) = re w0t (6.60)

orijin etrafinda r yaricaph bir cember etrafinda dénen bir nokta tanimlamak-
tadir ve donmenin frekansi ¢emberin yaricapi r’ye baghdir.
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6.1.8 Klasik f-osilator

Esitlik (6.58) gibi genel H = H(J) = H(aa) Hamiltoniyen i¢in kompleks
degiskenler yoluyla

H(J) _ H(J) _
= = 6.61
ay g g (6.61)
veya
H(J H(J) |
Off S ( ) e—Ze(t)’ df = —4 ( ) ele(t)’ (662)
Wo wo
burada J = aa, 0(t) = w(J)t + 6y,
dH(J)
J)=—7—— 6.63
w(7) = L (6.6
modeli f-osilator geklinde ifade ediyoruz,
H(&f@f) = WofQiy, (664)
Poisson parantezi
_ i OH w(J)
S 6.65
{Oéf, O{f} wO aJ v wO ( )
ve frekans (6.63) ile belirlenmis evrim denklemi
df = —iWOéf. (666)

(oztim (6.62) frekansi yarigapina bagh diizlemde gember etrafinda dénmeyi
tarif etmektedir:

M7 OJ(RQ) — deR2(']).

wWo dJ

R*(J) = |oy|* =

Koordinat-momentum gosterimi

Esitlik (6.48)’den momentum-koordinat gosterimini elde ederiz

H 1 H 1
ap = (/) (mwoq +ip), &y = (/) (mwoq — ip)
wod \/2mwq wod /2mwq

(6.67)
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burada ) )
_ b Mg
ve 1 2 2 9
p mwyq
H =H|——4+ — ) .
) (wO <2m § )) (6.69)

Yeni bir notasyon tanimlarsak

szw%q, pfzy/%p, (6.70)

bu durumda genel Hamiltonyen i¢in harmonik osilatér biciminde bir esitlik
elde ederiz

1 [(p?  mwied Py mwiq;
oy =H(— (L2 o T 71
(/) (wo <2mjL 2 2m+ 2 (6.71)

ancak bu yeni degiskenler kanonik degillerdir ve agagidaki esitligi saglarlar

w(J)
{apprt = —— (6.72)
Wo
6.1.9 f-osilator Ornekleri
Goreli-olmayan dogrusal osilator:
2 2 2
P mwyq dH(J)
H - = - = = — = . .
(J) o 5 wod, w(J) 77 wo (6.73)
Goreli dogrusal osilator:
2 20,22
H= mc2\/1 + BTN (6.74)
m2c
veya eylem degigkenleri cinsinden
2&10
H(J)=mc*/1+—J 6.75
() = mey 14 28 (6.75)
W) = = (6.76)
1+ 24
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Simetrik-olmayan g-deforme olmus goreli-olmayan osilator:

Hamiltonyen
J q‘]/h -1
Hq(J) = th |:—:| = h(JJO (677)
h, q—1
ve frekans 1
n
wy(J) = o _ql g/ (6.78)

q — 1 limitinde lineer saliniciy1 vermektedir. In g kuvvetleri cinsinden seri
aciliminda agagidaki diizeltmeleri vermektedir

Hy(J) = wo + hu nil (San);;v {Bnﬂ (%) _ Bn+1(0)} o (6.79)

n!

wo(J) = wo + wo nf:l (o) (%) . (6.80)

Buradaki B,(z) Bernoulli polinomlaridir. Bu diizeltmeler .J'nin kuvvetleri
cinsinden dogrusal olmayan fonksiyonlardir:

Ing hwy ~= (Ing)" (J\"
H,(J)= J — 6.81
o) qu_l +q—1nZ:; n! h) '’ (6.81)

_Ing Wo s= (Ing)™ [J\"
wq(J)—woq_l—i-q_lZ . =) (6.82)

n=1

Simetrik g-deforme olmus goreli-olmayan osilator:

Hamiltonyen
J g/ — g huwo ) J
H~ — — e = h 1 . .

i(J) = hwy {h] q huwo = snh(Ing) sinh { Ing 3 (6.83)

ve frekans | ;

nqg

+(J) = wg———— cosh | Ing— | . 84
wg(J) wosinh(lnq) cos (nq h) (6.84)

In ¢'nun kuvvetleri cinsinden seri agiliminda asagidaki diizeltmeleri vermek-
tedir

e 22n+1 lnq 2n 1 J
Hq(J) = woJ + hwy Z ﬁ Bopia (5 + %) , (685)
n=1 ’
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= 22"(Inq)*" 1 J
wiJ) =wo+wo Y %Bgn (5 + ﬁ) . (6.86)
n=1

Bu diizeltmeler J'nin kuvvetleri cinsinden lineer olmayan fonksiyonlardir:

Ing hwo = (Ing)2ntL /. J\ >
H(J) = 2 .
() = wo sinh(In q) I sinh(In q) ; 2n+1)! \ A ’ (6.87)
B Ing wo =L (Ing)2t /TN
walJ) = wo sinh(In q) * sinh(In q) ;::1 (2n)! h) (6.88)

Fibonacci veya p-q goreli-olmayan osilator:

Hamiltonyen
J pJ/FL _ qJ/h
H,,(J) = hw {—] = hwy——— 6.89
pa() |5l —— (6.89)
ve frekans i i
Inp — In
wpg(J) = w24 24 (6.90)
p—q
Altin Fibonacci goreli-olmayan osilator:
Hamiltonyen
J SpJ/h _ QO/J/FL
HF(J) = th |:£:| . =h 0 o — QO/ = h(.UOFJ/h (691)
ve frekans ) i
JhIngp — oM 1n !
wpo(J) = wo o PP TP (6.92)

o —¢

Goreli simetrik-olmayan g-deforme olmus osilator:

2
H(J) = mcy/1+ %J (6.93)

g-deformasyonu agagidaki gibidir

Hy(J) = hwo {HU)} — T [m—CQ 1+%J] O (6.94)

Goreli osialatoriin
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Goreli simetrik g-deforme olmus osilator:

2

huwyg . mc 2wo
H,(J)= ————sinh | Inqg—\/14+ —J 6.95
o) sinh(In q) S (nq o * mc? ) (6.95)
Ozel durum g
q = eme? (6.96)
i¢in, su hali almaktadir
2 % . 2&)0
H,(J) =mc sinh 2 sinh 1+ @J : (6.97)
Generik Hamiltonyenin p-q deformasyonlari:
Verilen bir Hamiltonyen H(.J) i¢in, genel p-q deformasyonu
H(J H(J)/hwo _ o H(T)/hwo
H,y(J) = Fuw { ( )} = Two 2 1 (6.98)
hwo |, P—q
Ozel deformasyonlar:
1. Simetrik-olmayan p = 1
H(J) H(J)/hwo _ 1
H,(J)=nh =h 6.99
e R (6.99)
2. Simetrik olan p = ¢!
H(J) o — g e h H(J)
e wo
H;(J)=nh =h = hl .
() w0 [ wWo L o qg—qt sinh(In q) S (nq hwy )
(6.100)
3. Altin Fibonacci
H({J) H({J)
('0 hwq ('D/ hwq
hwq SO — (p
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Bolum 7

Bulgular ve Tartismalar II:
Kuantizasyon ve kuantum grup
simetrisi

7.0.10 Kuantum f-osilator

Bu sistemin kuantizasyonunda kompleks degigkenler olan o ve @’'in yerini
bozonik iglemciler olan a, ve a™, alir [a,a™] = 1, eylem degiskeni J'nin yerini
say1 iglemcisi N = a™a, ve klasik Hamiltonyen fonksiyonu H(J)nin yerini
tek hermityen kuantum operatoriic H(N) alir. Yukarida adi gegen kuantum
operatorler cinsinden yeni operatorler tanimlayabiliriz

_[meoy_ [exyn o [ED _ [EY
Y=V woN " N aweW D" T N w1\ AN

(7.1)
oyle ki
1 1
+o + _
ve .
+]
lag,a}] = fog (HV +1) = H(N)). (7.3)
Kuantum f-osilator i¢cin Hamiltonyen islemcisi agagidaki gibi tanimlanir,
hwo + ot
H= T(afaf +ajay). (7.4)
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H(N) islemcisi cinsinden agagidaki bigimini alir

H:§[H(N)—|—H(N+[)], (7.5)
ayrik enerji spektrumuna
E, = %[H(n) + H(n +1)] (7.6)

ve agagidaki 6zdurumlara sahiptir

(a¥)"
In) =~ 10), al0) =0. (7.7)

Goreli-olmayan kuantum osilatorii

H(J) = woJ bagmtisindan H = hwy N iglemcisini ve Hamiltonyeni elde ederiz

H=%(N+N+1)=hwo<z\f+%>

1
En:th <n+§>

Goreli kuantum osilator

Bilinen iglemciden
2hw0
mc?

H(N)=mc*\/1+ N

agsagidaki Hamiltonyen elde edilir

2h 2h
H = mdc? \/1—1— LL}0]\74—\/14- i
mc? mc?

ve onun spektrumu da bulunur

(N+])>
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Simetrik-olmayan kuantum q-osilator

Hamiltonyen fonksiyonunda yerine koyma ile agagidaki g-say1 islemcisini

J
Hq(J) = th [g} — Hq(N> = hWO[N]q
q
ve Hamiltonyeni elde ederiz
th
H = ([N, + [N+ 1))

g-osilatoriin spektrumu asagidaki gibidir

E, = %([n]q +[n+ 1](1)'

Simetrik kuantum q-osilator

Klasik Hamiltonyen fonksiyonundan asagidaki simetrik g-say1 iglemcisini

hu}()

H;(J) =

sinhn ¢ ~ sinhn q

h
sinh (lnq%) — Hi(N) “0_sinh (Ing N)
ve Hamiltonyeni elde ederiz

hwo . .
H= Tsmblng (sinh (Ing N) + sinh (Ing (N + 1)) .

Basitlestirirsek asagidaki sonucu elde ederiz

H= &sinh (Inq(N—i— %))

~ 2sinh IHT‘]
spektrum ise agagidaki gibidir

th 1
E,=————sinh|(Ing(n+ =) .
QSinhlan ( a( 2))
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Kuantum p-q veya Fibonacci osilatorii

Hnld) = oo [1] = Hua¥) = RtV

agagidaki Hamiltonyeni vermektedir

hw
H= TO([N]pq + [N + ]]pq)
ve onun spektrumu da
hw
E, = TO([n]pq + [n 4 1pg)-

Kuantum altin osilator

Fibonacci islemcisi

He(J) = huy H o He(N) = han[N]r = Py

asagidaki Hamiltonyeni vermektedir

hw hw
H = TO(FN + Fyyr) = TOFN—MI
ve onun spektrumu
th
E,=—F, .
5 fn+2

7.0.11 f-osilator ve Schrodinger denkleminin kanonik ku-
antizasyonu)
Kati hal fiziginde, elektron modifiye edilmis kinetik enerjiye veya yayilima

sahip serbest parcacik gibi diigiiniilebilir, citeZiman. Eger yayilim verilmigse
w = w(k) ve buna karsihik gelen enerji de £ = E(p) = hw(p/h) seklinde

ise, Hamiltonyen iglemcisi H = H(—ihV) ve momentum iglemcisi p = —ihV

olur. Bu da dalga fonksiyonunun Schrédinger denklemine gore evrimini verir
0 t

ih w(a? ) By, (7.8)
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Goreli-olmayan kuantum osilator:

oY(x,t) :( R o* mwd

ih g x ) U(z,t). (7.9)

2m Ox? 2

Goreli kuantum osilator:

2 2 2
n 2D _ ch\/l LA . %x%(m,t)- (7.10)

ot m2c2 Ox?

Goreli ve simetrik olmayan g-deforme olmus osilator:

oY(z,t) ~ [ oo 0% muw

" _
! ot 2mwg 02 + 2h

:c2] Y(z,t). (7.11)

Goreli-olmayan simetrik g-deforme olmus osilator:

L O0Y(x,t) hwo , hlng 9* mwylng ,
h = h{-— t). 12
BT sinh(In q) - 2muwg 0x? LT plot). (7.12)

Goreli-olmayan altin Fibonacci osilator:

ZFLM = hwoF( h 02 mwg x2) P(z,t) (7.13)

at 2mw(q dx2 2h

Goreli ve simetrik g-deforme olmus osilator:

2 2 2 2
iha¢($,t) _ hwo sinh @\/1 — h_ g + ﬂx2) W(x,t)

ot sinh(In q) hwo m2c 9z = 2

(7.14)

Genel F osilator ve p-q deformasyonu:

Keyfi H fonksiyonu i¢in F-osilator igin,

_o(x,t
m% — TwoH (—

h 02 +mw0
2mwg 02 2h

3:2) (x,t) (7.15)
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p-q deformasyonu asagidaki denklem ile verilir

L Op(x,t) B 0% mwy o
th = hwy [H( S 922 + 57, © . P(x,t). (7.16)

7.1 Zamana bagli Schrodinger denkleminin ¢o-
zumiu

Bir 6nceki boliimde tanitilan tiim quantum modellerinde Hamiltonyen is-
lemcisi zamandan bagimsizdir. Bu nedenle tiim modellerin ¢6ziimii dogrusal
osilatoriin ¢oziimleri cinsinden bulunabilir. Schrédinger gosteriminde genel
F-osilator ele alalim

L Op(x,t) hoo 0% mwy
ih = hwoH <_2mw0 52 + T P(x,t). (7.17)

Bu denklemin ¢oziimii agagidaki bigimdedir
Un(z,t) = e~ 7Bty () (7.18)
ve zamandan bagimsiz Schrédinger denklemi agagidaki gibidir

h  0? | e
2muwg 0x? 2h

hwoH (— x2> Un(2) = By un (7). (7.19)

Burada Hamiltonyen H'nin argiimanina gore analitik bir fonksiyon oldugunu
varsayiyoruz, oyle ki kuvvet serisi cinsinden ifade edilebilir

H(a*) = H(0) + Hya® + Hya + ... + H,a* + ... (7.20)
Bu durumda, lineer osilator denkleminden basglayarak
R o* mwd
= 40 = 21
( 5 D + 5 % ) Un(T) = €, Up(2) (7.21)
asagidaki 6zdegerler
1
€, = hwo (n + 5)
ve Ozfonksiyonlar cinsinden
(w41 _mwg 2 mwy
Uy () = ( — ) me D Hn( Tm) (7.22)
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k’nin tiim pozitif tam say1 kuvvetleri i¢in asagidaki iligkiyi buluruz

o mwd g &
(—%@—i— 5 x) un () = €, up(x). (7.23)

Sonug olarak
(Ho+H,a?+Hya +...+ Hia® ..y (2) = (Ho+ Hy €2+ Hoel . A Hpe .y, ()
veya

h  0? | e
2muwgy 0x? 2h

hwoH (— x2> Un(2) = By un (7). (7.24)

Burada

1 1 1\°

ve denklem (7.17)’in ¢oziimi
Plat) = cpe 02y, (1) (7.25)
olarak bulunur.

Goreli-olmayan osilator:

Hamiltonyen

ve spektrum

Goreli osilator:

Spetrum

2hw 1
E, = mc® \/1 + mc; (n + 5). (7.26)
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Goreli ve simetrik olmayan g-deforme olmus osilator:

1
q

Goreli-olmayan simetrik g-deforme olmus osilator

th . ]_
= —— _sinh — |1 ) .2
Snh(Ing) sin <<n+ 2) nq) (7.28)

Goreli-olmayan Fibonacci p-q-deforme olmus osilator

1
B, = hwo [n + 5} . (7.29)
prq

Goreli-olmayan Altin Fibonacci osilatorii:

1
En = hu}() |:7’L + §:| = thFn—l—% = hWO(Fan/Q + Fn_lFl/g). (730)
F

Goreli simetrik g-deforme olmus osilator:

hwo . mc? 2hwy 1
E, = ———sinh | Ing—/1 - . 7.31
sinh(In q) S ( nqhwo \/ - mc? (n N 2)) (7.31)

Bohr-Zommerfeld kuantizasyonu

Yukaridaki formiiller eylem-ac1 degiskenleri cinsinden Bohr-Zommerfeld ku-
antizasyonuyla tutarhdir. Periyodik hareket igin, eylem degiskeni agagidaki
esitlikle verilir

1
J:%pdq —>h(n—|—§)
ve kuantum Hamilton islemcisi

H(J) — H(W(N + %)) — H(h(aa" +a*a))

ile spektrumu

E,—H (h(n + %))
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olur. Bu Hamiltonyen ve buna kargilik gelen spektrum, f-osilator kuantizas-
yonu (7.4)’den farkhidir, buradaki Hamiltonyen

hwo + ot
H= T(leaf +ajay)

Klasik Hamiltonyen fonksiyonunda J — AN yerine konuldugunda, H(J) —
H(hN) islemcisi ve agagidaki Hamiltonyen elde edilir

H=_-[HN)+H(N+1I)]

1
2
bu da agagidaki spektrumu verir)

E, = %[H(n) + Hn+1)].
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Bolum 8

Bulgular ve Tartismalar I1I:
Genel f-dispersiyona sahip
dogrusal Schrodinger denklemi

8.0.1 Diisiik frekans ve keyfi dispersiyon

Diigiik frekansh yaklagimda,

2
p

J = 8.1

2muwg (8.1)

Hamiltoniyen keyfi dispersiyon formunda kinetik enerjinin fonksiyonudur

mo- (L (2)) 52

. Girig boliimiinde tartigtigimiz fiziksel probleme bagl olarak, farkli problem-
leri inceleyebiliriz. Dolayisiyla, Hamiltoniyenin harmonik osilatér formunu
tekrar elde ederek, farkli dispersiyona sahip integrallenebilen osilatér model-
leri inga edebiliriz. Asagida bu tip problemlerin bir kac¢in listeliyoruz.

8.1 Kanonik Kuantizasyon ve genel dispersi-
yona sahip Schrodinger denklemi

Bu kuantizasyonu yukaridaki dispersiyonlara uygulayarak Schrodinger dalga
denklemlerini elde ederiz (bir boyutlu uzayda):
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1. Goreli olmayan serbest pargacik:

L 00(t) R 97
! ot 2mOx?

W(x,t). (8.3)

2. Goreli serbest parcacik:

L 0Y(x,t) ) R: o 02
ih R 1- Yl (x,1). (8.4)
3. Ferromanyetik spin dalga denklemi:
L oY(x,t . a, .0
ih wét ) = hwg sin® (5(—2%)) U(z,t). (8.5)
4. Simetrik olmayan g-deforme olmus goreli olmayan denklem:
L OY(x,t) ho 0
h—————= = hwy | — — t). .
o o [ 2m wg Ox? q¢(x, ) (86)

5. Simetrik g-deforme olmug goreli olmayan denklem:

2
L OY(z,t) hewo <inh (_hlnq 9]

h = =
! ot sinhIn ¢ 2m wo Ox?

) P(x,t) (8.7)

6. Goreli olmayan Fibonacci denklemi.

h_ 92 h o2
L O(x,t) L mmwa? — o mmag
ZHT = thF,ﬁ%w<w7ﬂ = th o — QO’ Qﬁ(l',t)
(8.8)
7. Simetrik olmayan genel g-deforme olmug denklemi (7.8))
L 0U(x,t) H(—ihV)
h————" = hwy | —— : :
? ot Wo th . w(xa t) (8 9)
8. Simetrik genel g-deforme olmus denklemi (7.8)
L 0U(x,t) hwy . . H(—ihV)
= h .
ih ot sinhIn ¢ S hwy vixt) (8.10)

9. Simetrik g-deforme olmug gorelilik denklemi.
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L O0Y(x,t) hiwg | mc? n* 02
h = h|-— - t A1
ST sinhln ¢ S o m2c? Ox? vla,t) (8.11)
8.2 Dinamik simetriler
Schrodinger operatorii verilmig olsun
S =1ih 0 —H (8.12)
ot '
ve K operatori S ile degismeli olsun
[S,K]=SK —KS =0.
Bu dururmda K operatorii, Schrodinger denklemi
o
h— =H 8.13
hge =1V (8.13)
i¢in bir simetri operatoriidiir, ve
0K

esitligini saglar.
Onerme: Simetri operatorii K, Schrodinger denkleminin verilen bir ¢
¢Oziimiinden

L Oy

h— =H 1

i T Uy, (8.15)
aynm denklemin diger bir ¢éziimiinii verir 1y = K1y )

L Oy

h—= = Hu,. 8.16

thgy = Hv» (8.16)

Ispat: Sonuclar, Si; = 0 = 0 = KS¢;, = SK; = Sty = 0 iliskisinden
kaynaklanmaktadir.

Bu 6nerme, K simetri operatorii yardimiyla tek bir ¢oziimden daha genis
¢Ozlim ailesi bulmamiza olanak verir.

Bu 6nermeyi, agsagida iki problemde tam ¢oziimler elde etmek icin kulla-
nabiliriz.

1. Genel dispersiyona sahip serbest Schrodinger denklemi.

2. Kuantum parametrik osilatorler.
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8.2.1 Dinamik simetri ve genel dispersiyona sahip ser-
best Schrodinger denkleminin tam ¢oziimleri

Dinamik simetri cebiri

Hamilton operatorii H = H(P;), uzay Otelemesi tireten momentum operato-
riintin P, = —ih% keyfi bir fonksiyonudur ve dagilim formiiliine £ = E(p)
kargilik gelir. Zaman Gteleme operatorii Py = ih% ve genellestirilmis iteleme
(boost) operatort ile birlikte
dH(P)
K=z—t——— 8.17
x aP, (8.17)
Schrédinger denklemi igin simetri operatorleridir
[K,S]=0, [P,S]=0, p=0,1.

Bu simetri operatorlerinin cebiri deforme olmug Galilean cebiridir:

[Py, Pi] =0, [Py, K] =—hH'(P), [P,K]=—ih. (8.18)

Polinom ¢oziimleri

E = E(p), Ey = E(0) fonksiyonu ile verilen klasik dispersiyon i¢in, agagida
verilen iiretici fonksiyonunu olusturarak genel dispersiyona sahip polinomlar
olan H,(x,t) leri tanimlariz

exp %(px — (E(p) — Ep) t)] - f: (%)n P H.(2,1). (8.19)

n=0

Bunlara esdeger olan polinomlar

H,(z,t) = ¢~ (H(=ihd/02)=Eo)t yn (8.20)
verilen denklemin ¢oziimleridir
ih%Hn(x,t) = (H — Ey)H,(z,1). (8.21)
K operatorii, denklem (8.14’1 saglar ve
K(t) = e M K(0) en Mt = e wMig en™t (8.22)

seklindedir. Ayrica, asagidaki formiile gore polinom ¢oziimlerinin sonsuz hi-
yerarsisini olusturur

7

KH,(x,t) = Ke nM-Boltgn — =7 (H-Eo)tgntl H,1(x,t). (8.23)
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Goreli olmayan Schrodinger denklemi

Hamiltoniyen
1 h d?

H=_—P'= — — 8.24
om * 2m dx? (8:24)

i¢in Galilean boost operatorii

h d

K = t——. 8.25
T+ p—— (8.25)

Ureteg fonksiyonu

exp [%(pa: - %t)] _ i (%)n %Hﬁ (2,1) (8.26)

n=0
Schrodinger polinomlarini verir
(S) 1tﬁi n
H)?) (z,t) = er'2moy (8.27)
H,SKF) r,t) = exp td—z 2™ Kampe de Feriet polinomlaridir, ve
dt
HO (@, t) = HEP (2, 1) (8.28)
" " "2m

Bu ¢oziimler Hermite polinomlar cinsinden de yazilabilir

HO @ 1) = (=21 n/an N — (8.29)
2m \/W

Schrodinger Hierarsisi
Dogrusal Schrodinger hierarsisi igin dispersiyon

N

_r
(Qm)N_ICN_2 )

En(p) =

c- temel hiz (151k hiz1) ve Hamiltoniyen

()N Ay
v = (2m)N-1eN=2 daN (8.:30)
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olarak bulunur. Buna gore iteleme operatorii

N(—if)N=! !

Ky=x—1 8.31
N=T (2m)N—1cN=2 dgN-1 (8:31)
ve polinomlar bulunur
(—iyN+15N-1 N
HEN (z.1) = etmgﬁx”. (8.32)

Bu polinomlar genellesgtirilmis Kampe-de Ferie polinomlar seklinde yazilabi-
lir. N = 1 ve Hamiltoniyen H = —ihcd% i¢in iteleme iglemcisi K = x — ct
seklindedir, ve polinomlar basit iteleme ile bulunur

HEY (z.1) = et g = (z + ct)". (8.33)

Goreli Schrodinger denklemi

Goreli dispersiyon E(p) = \/m?2c* + 2p? asagidaki Hamiltonyeni verir

n o d
2
H = mc 1-— m202 @ (834)
ve goreceli 6teleme
K=o+ 4 do (8.35)
mejq o h2 a2
m2c? dz?

seklinde bulunur. Goreli diizlem dalga seklinde iireteg fonksiyonu

exp %(px — (v/m2ct + 2p? — mc2)t)} = Z (%) %HquRS)(x,t) (8.36)
n=0 ’

goreli polinomlar1 verir

HEPS (1) = ¢~ #mel1=3h 2= yn) (8.37)
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q- simetrik olmayan Schrodinger denklemi

g-dispersiyona sahip Schrodinger denklemi igin
oV n o
W[ 2]

g-deforme olmus Galilean iteleme operatorii asagidaki gibidir

Ing th d _»> 2
__q de‘,c2'

K = t
v qg—1mdx

Burada In ¢ cinsinden seri a¢ilimi yaparak, Schrodinger denklemi
oV n* 9? . (Ing)* n* 0?
h—+ ——V = —— | B ———— | -8B
"ot T om Ox? Z_: (k+1)! ( i < 2m 8:1:2) k“)

ve Galilean iteleme igin

t . d t . d <= (Ing)* n* d?
K= —ih— —ih— Y ——By | ————
(x—l— m' dx) * m'dx kz_; K 7P\ 2m da?

yiiksek mertebeden tiirev diizeltmeleri yapilabilir.

qg-Symmetrik Schrodinger denklemi

Verilen klasik dispersiyon

P
sinh <)\2—> , A=Ing (8.38)

m

F —
) = G

i¢in Schrodinger iglemcisi

0 1. A2 92

olur. Iteleme operatorii

ht A AN/ KW A2\ d
K=x+"— cosh§ <———> — (8.40)

m sinh A mdx? ) dx
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g-deforme olmug Galilean simetri cebirine ait

A AP
Py, K|=—————cosh—- | — | P. A1
[Py, K] msinh A 2 (m) ! (8.41)

Diislemsel dalga ¢oziimii

i I p? =i\ p"
—(px — h{A— ]| = — ) —H9D(z,1). 42
o [fm~ ez (v2) o] - 55 (3) e

n=0

g-deforme olmus Kampe de Feriet polinomlar i¢gin iirete¢ fonksiyon olur qY (z,1),

q=e* ve
it 1 AR d?
HD (g ) — _u inh ([ —2——— ) ) 2" 4
W (@8) eXp( Fosimhn o ( 2mdx2))$ (8.43)

polinomlar1 baglangi¢ kosulu j2e (x,0) = z™'na kargilik gelen ¢oztimlerdir.
Yiiksek mertebeli tiirevler iceren agilimi buluyoruz

5 0v 1 n 0
! + 2 4dm 0x?

oV 1OV =2 (Ing)* 1 A o?
ot 2mox® = (2k+1)! T

) . (8.44)
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Bolum 9

Bulgular ve Tartismalar 1V:
Rezonant AKNS hiyerarsisi ve
genel dispersiyona sahip
denklemler

9.1 qg-Difiizyon Is1 Denklemi ve Burgers’ Hiye-
rarsisi

Is1 denkleminin g-difiizyon deformasyonunu tamttik. Bu bélim, [26] nolu
referanstaki makaleye dayanmaktadir.

2

%gb(m, t) = {u%} q o(z,t), (9.1)

burada v difiizyon sabiti ve g-operatorii agsagidaki gibi

5], -
q

Vs = (9.2)

Bu denklem sonsuz 1s1 hiyerarsisine aittir. Bu hiyerarsi, sonsuz zamanli £, to, ...
yiksek dereceli 1s1 denklemlerinin sonsuz kiimesi ile tanimlanir

mn

oxm™

0
—Qb(l‘,tl,tg,...,tn,...) = gb(l’,tl,tg,...,tn,...), n = 1,2,3,... (93)

ot
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g-difiizyon terimini acarak

2
0? Mgz ] 1 i (Inq)*kv* 9%
17 = =
dz? |, qg—1 q—1&= k! Ox?k

151 hiyerargisine (9.3) yeni bir zaman degigkeni eklersek

0 1 i(lnq)kyk 0

= '
ot q 1 1 k! atgk

¢(x,tq,1s, ...) fonksiyonu g-1s1 denklemini saglar.
g-difiizyonlu 1s1 ve g-iteleme operatorleri agagidaki bigimdedir

A 0 0?
S = ——|lv—
ot {”aﬁ] J
K = z+ 2ylnqtieylnqd%.
qg—1 dx
Dinamik simetri cebiri ¢g-deforme olmug Galilean cebiridir
2ving d 4,4~
Py, K] = —e" a7,
[Py, K] q—1 e

(9.4)

(9.8)

Denklemin diizlem dalga ¢6ziimii, g-deforme olmug Kampe-de Feriet tipi po-

linomlar1 Kn(x,t;q) belirler
> Ny
ek:pe[yk lgt — § : —KN(I', t; Q),

N!
N=0

ve bu polinomlar, Bell polinomlar1 B, (t) cinsinden ifade edilebilir
(%)

KN(x7t7Q> =

n=0

N7 NI B t
(N —=2n)n!" " qg—1

)(vIng)".

(9.9)

9.1.1 q-viskoziteli Burgers’ Denklemi ve Burgers Hiye-

rarsisi

g-difiizyonlu 181 denklemi, dogrusal olmayan g-viskoziteli Burgers’ denkle-

miyle ilgilidir. Daha 6nce verilen (9.1) denklemini ¢(z,t) ile bolerek

(Iné(z, )y = — {a

oD ”@LW’”
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elde ederiz. Her iki tarafin x tiirevini alarak ve agagidaki tanimi kullanarak

(Ing(z,t)), = % = u, (9.11)
g-viskoziteli Burgers’ denklemini elde ederiz
9 2
= — 1] . 9.12
Uy [1/ < 5 u) (9.12)
q T

Farkl dalga sayis1 ky, ve kjye sahip olan iki diizlem dalgasinin st diigiimiini
dikkate alarak,

Qb([)’},t) _ elﬂz—&—[uk%]qt + ekgcc—i-[z/kg]qt’ (913>

sok soliton ¢oziim elde ederiz

ko — Ky
e e = = 919

ve bu ¢oziimlerin sok hizi

[k%V]q - [kgy]q
ki — ko

seklinde bulunur. Farkl dalga sayilari ky, ks, ..., ka1 ve 1, ..., Npaq sabitlerine
sahip n + 1 diizlem dalgalarinin tistdiigiimlerinin olusturdugu n-gok soliton
¢Oziimii de su sekilde bulunur

1 ) 2 )
Z:i‘l ki6k1z+[yki lat+mi

u(z,t) = Z@+11 kit k2l gtn;
1=

(9.15)

9.2 Keyfi dispersiyona sahip integrallenebilen
dogrusal olmayan hiyerarsiler

Onceki boliimlerde, C-integrallenebilen goreli Burgers-Schrodinger denkle-
mini galigtik. Simdi, NLS denkleminin AKNS hiyerarsisini kullanarak, goreli
NLS, goreli DNLS, rezonans NLS ve DNLS ve g-deforme dispersiyona sahip
NLS denklemlerini olugturacagiz. Ana prosediir Pashaev’de [32] agiklanmak-
tadir.
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9.2.1 NLS hiyerarsisi

Zakharov-Shabat dogrusal problemini ele alalim

0 () _ —%p —K%Y v\ vy
%(W)_( v ip )(Ug)—ﬁ(v?), (9.16)
0 1 A k20 : 1
a(Z2>:( CZ“A —z'f)<z2):<]0<52),- (9.17)

Burada reel A(z,t,p) ve karmagik C(x,t,p) fonksiyonlar: sifir egrilik kogulu
ile belirlenir ve agagidaki sistemi saglarlar

o = 0,C + 2iAY + ipC (9.18)
owp = 0,C — 2iAy —ipC (9.19)
0, A = ik*(Cyp — CP). (9.20)

Ay denklem (9.18)’de yerine koyuldugunda

Ay = ;];;AW (—%)", Oy = i o (—g)” (9.21)

n=

evrim denklemini verir

Db = 0,00 421 A%y (9.22)

ve CN) =0, AN) = qy = const. Burada yineleme iligkisi
cm = Qiz,axﬂ“l) + Aty (9.23)
D, A = ig2(CMey — O, (9.24)

n=20,1,2,..., N — 1. Son denklemin integralini alarak
A = g2 / (O™ — pC™) (9.25)

ifadesini elde ediyoruz. Ayrica, (9.25)’yi denklem ((9.23) ve onun karmagik
esdegerinde yerine koyarsak, yineleme formiiliinii buluruz

) 1 C/(n+1)
( o) > = —573( O(n+1) ) : (9.26)
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Burada R, matris integro-diferansiyel operatoriidiir - NLS hiyerargisinin yi-
neleme operatorii

8z+2/<52¢f$1; —2/@21/)fx¢
R = ioy (9.27)
o [T 0, 2k [T

io3 < g )tN =RY ( % ) (9.28)

seklinde verirlir, t5, N = 1,2, 3, ... sonsuz zaman hiyerarsisidir.

ve denklemler de

9.2.2 Genel NLS hiyerarsi denklemi

Formal seri ile tasvir edilen ¢ zamam

0= Exo, (9.29)
N=0
E'x keyfi sabitler, ve genel NLS hiyerarsi denklemi agagidaki gibidir
@'a(@)—(E+ER+ + ExRY + )(‘4> (9.30)
3 1/] = 0 1 N w . .
t

Bu denklemin integrallenebilirligi, Zakharov-Shabat problemi (9.16) ve za-
mana gore evrimle iligkilidir

— —iA —r2C

Jo=)Y EnJy, = < o _ia ) (9.31)
N=0
ve burada

C = C = _
(6)- 5 (&)~ S
N=0 N=1
Son denklemde N = 0, Cy = 0 kullandik. Sonug olarak

A=Y mvav=—3 S mw it ([To- ) (8) o

N=0 235

elde ettik.

ASHRSS

) . (9.32)

Q)
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Integrallenebilen dogrusal olmayan hale getirme

Yukaridaki denklem (9.30), genel analitik dispersiyon ile dogrusal Schrodin-
ger denkleminin integrallenebilen dogrusal olmayan Schrédinger denklemine
genisletilmesini verir. Klasik parcacik sistemini enerji-ivme iligkisi ile ele ala-
lim

E =E(p) = Ey+ Eip+ Exp* + ... (9.34)

Buna kargilik gelen zamana bagli Schrédinger dalga denklemi
L0 e,

olur. Buradaki Hamilton operatorii, dispersiyon iligkisinde (9.73) ivmenin
operatér ile p — —ih2 standart degisimin sonucudur. (9.35) denklemi kar-
masik eslenigi ile birlikte sdyle yazilabilir:

wod () (ael)(2). o

Buradaki ivme operatorii, tam olarak dogrusal yaklagimindaki Ry = iaga%
yineleme operatoriidiir. Bu nedenle (9.36), rastgele analitik dispersiyona sa-
hip dogrusal Schrodinger denklemi olarak yeniden yazilabilir

mag% ( Z ) = H (Ro) ( if ) = (Eo+ E1Ro + ExRy>...) ( z ) . (9.37)

Ardindan bu denklemin (9.30)’da goriilen dogrusal olmayan integrallenebilir
geniglemesi, Rg — R, (h = 1) yer degisimine kargilik gelir, ve boylece

iag(g)tzﬂ(n)($> (9.38)

elde edilir. Bu acidan, ivme i¢in klasik yerine koyma p — —ih% veya spinor
formundaki denklem i¢in egdegerde olan p — —ih@% = Ry, bize dogru-
sal Schrodinger denklemi icin kuantizasyonu verir. Yerine koyarken p — R
"dogrusal olmayan kuantizasyon" ve dogrusal olmayan Schrédinger hiyerarsi
denklemini verir. Lax gosterimi

()-252(;) o
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burada

E(R) - E()

T — By + Ey(R+p) + Es(R*+ Rp+p?) + ... (9.40)

Sonra A igin

A= B(p) —in? (/wz/?,—/mw) —E(gif@)(Z) (9.41)

buluruz. Denklemler (9.39),(9.41) genel integrallenebilir NLS hiyearsi mode-
linin (9.38) Lax gosterimini verir. Dispersiyonun 6zel sekli £ = E(p) fiziksel
problemle giderildi.

9.2.3 Goreli NLS denklemleri

m2c* + p?c? geklindeki dispersiyon, integrallenebilen bir goreli dogru-
sal olmayan Schrodinger denklemi verir

ios ( g )t =me’y\[1+ miczRZ ( g ) : (9.42)

ve buradaki karekok operatorii i¢in formal kuvvet serisi kullanildiginda, asa-

gidaki elde edilir

: (0 2 1 2 1 4 1 6 (0
- = 1 — + .. R

103 < ), me + 2m2c2R 8m4c4R + 16m606R 7
(9.43)

Denklem (9.42) i¢in bir sonraki dogrusal problemimiz var

0 (5] _ —ip —/i%z U1
wln)-(F %)) ow
0 (v —iA —kK2C v
aln)-( () oo

ve burada

A
QA Q
N————
|
<
3[\7
N
+
3
Ql\')
|
<_
Sl\')
Qﬂk
+
@l\')
QM
VR
ASHRSE
N———
©
N
=2
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A= —%\/ch‘l +p2c2 —  (9.47)
i? (/w —/w w) Vmicl + R2C — /mict + pic? ( i ) (9.48)

R—-p

Ayrica, spektral parametre p klasik ivme anlamini tagir.

9.2.4 g-Dogrusal olmayan Schrodinger denklemi

Dogrusal simetrik g-Schédinger denklemi i¢in dispersiyon formiilii p? serisine
agilir

1 ' P> A p? A3 P> 3
E(p) = h{A\—|= — — 4
(») sih A (/\ 2m) sinh A 2m * 3!sinh A \ 2m * (9.49)
ve sekilsel kuvvet serisi olarak dogrusal g-Schrodinger denklemini olugturmak
i¢in kullanilabilir

P B S e W Y e 3+
! ot~ |sinh\ \ 2m 022 3lsinh A \ 2m Oz2

Bu denklemin iki karmagik eglenik halini bir araya getirdigimiz sistem agagi-
daki gibi olur

AR A2 (0N (W
i3 ( & )t = sinh (—% <z03%> ) ( 0 ) . (9.51)

Yukarida agiklanan genel yol izlenerek ve tiirev oepratorii degistirilerek Ry =
io3-2 tam yineleme operatoriine R bir ivme olarak,(9.27) de bir integralle-
nebilir dogrusal olmayan g-Schrédinger denklemi (g-nls ) elde edilmistir.

AR?
io3 ( Zi ) = $smh (—%R2> ( z ) : (9.52)

Denklem (9.52) i¢in bir sonraki dogrusal problemimiz (Lax Gosterimi)

0 (4] o —ip —KZQL U1
wln)-(F B)()  ow
0 (v —iA —kK2C v
alu)-(C ) () o

o8

¥ (9.50)
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burada \ \
C _ sinh %R2 — sinh %pQ Y (9.55)
C (R — p) sinh A v )7 '
1 A
A= —5 sinh —p2 - (9.56)

(/ b — / ) sinh 2 RQ ;S?;nhh)\—p ( ;@) ) ' (0.57)

Bu denklem i¢in seri agilimini yazablhrlz

e n? Y\ | = 2% (Ing)? I w 0
103 ( b )t—%R2 ( y ) _;—(2/{:—1—1)! Bagy1 <§+ER2> < b )7

ve bu NLS denklemi i¢in g-diizeltmelerini verir, (A =1, m = 1/2),

Zwt+¢xx+252|¢|2¢ B > 22k+1(1nq)2k I 1 ) ¢
< iyt e+ 262|020 ) = ;—(2]{—1— il Boy 41 <§ +§’R> ( ¥ >7

oyle ki In ¢'nun herhangi bir kuvveti i¢in integrallenebilirligini korur. Lax ¢ifti
ayni yolla genigletilebilir.

9.2.5 Goreli DNLS ve Kaup-Newell Hiyerarsisi

Detaylar [36] numarali makalede. Kaup-Newel Hiyerarsisinin yineleme ope-
ratorii agagidaki gibidir
1 ( —0—r0"t¢0 —ro~ro )

=51 040 0-q¢ o

ve SL(2,R) KN hiyerarsisinin N-inci akigini belirler

(g>tN=JLN(2), (9.59)

(9.58)

J:(gg). (9.60)
Dogrusal problem i¢in
C A0 LYV — /\]\”rl ( r>
= —_— 9.61
(5)-(0 %) === o1
A=\ (071q, -0 ')A ( 2 > (9.62)
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9.2.6 Keyfi Dispersiona sahip ve rezonant KN hiyerar-
sisi
Bu hiyerarsgi tarafindan belirlenen yeni bir zaman degigkeni ¢ tanimlayalim
0 = 0
= = —. 9.63
ot NZ:OVN Dty (9.63)

O halde, hareket denklemlerini yazabiliriz

(z)t:in<g)tN:J§:0VNLN<Z) (9.64)

veya ( g ) _ IR ( ; ) , (9.65)
ve buradaki t .

F(z) =Y wyz" (9.66)

fonksiyonu F'(L) operatoriiniin semboliidiir. Denkem 9.64)’ye kargilik gelen
dogrusal problem

U — 0,V + U, V] =0, (9.67)
seklindedir, dyle ki
- ( 40 ) _ Ni;ovaN, (9.68)
(5)=(3 1) m2 () o
A=AF(\) +(07'q, —alr)ALw ( 2 ) . (9.70)

9.2.7 DNLS hiyerarsisi ve keyfi dispersiyona sahip DNLS

DNLS hiyerarsisi
>O' — /Ilj _ — .O' — N Qé
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seklindedir, ve yineleyen operator

—i0 — K200 —k*pO 1O
M=3 ( _R2P07GD i — k2P0 1D ) (9-72)

olarak yazilabilir.
Keyfi dispersiyon E(p) ye sahip bir sistem igin

H(p) = Ey+ Exp + Eap® + ...+ Exp™ + ... (9.73)

ilk kuantize edilmig dogrusal Schrédinger denklemi

0 o,
seklindedir. Bu denkemi karmasik eslenigi ile birlegtirerek
0
i) AN
= (EO +E1 (—203%) + ... +EN <—203%) + ) ( % ) s (976)

sonug olarak dogrusal Schrodinger denklemini keyfi dispersiyon i¢in dogrusal
olmayan hali olan DNLS (9.73)

ZO'ggt ( Z > wg;;(Z/\/l)_lH(QM) ( 1% ) : (9.77)
ve dogrusal problem elde edildi
C\ (0 &X\HCM) —H?2N (¢
(5)-(00) " en™ (0) om
1 . 1 ool WAHQM) = MHQ2N) [
A= 5H(zA) + ik (=0 M), 07 1) S 2A ( 7 ) (9.79)

9.2.8 Goreli DNLS
Benzer gekilde RDNLS’yi

wggt ( Z > 20383@/\4 m;l02M2 ( Zﬁ ) . (9.80)
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ve ilgili dogrusal problemi soyle buluruz

oY (0 ) Ty
B) \1 o0 2M — 2\ v )
A—l 21 A2 9.82
= 5me +m22 + (9.82)
_ L M2 = My 1+
+ik? (=07, 0 p)me? S — 20 ( > . (9.83)

9.3 Hirota bilinear yontemi ile j-NLS’nin rezo-
nant soliton ¢oziimleri

Rezonant NLS denklemi hiberbolik kompleks sayilarini kullanilarak j-NLS

denklemi olarak gosterilebilir
Jut = Uy + g|u|2u, Klul >0, k==Ll (9.84)

Burada |u]* = u@i, v = uj + jus ve & = u; — juy dir. Daha sonra u = g/ f
degisken degistirme ile Hirota denklemlerinin ¢iftine indirgenir

(1D = D3)(g - f) =0

Di(f - f)——g g, 9:g>0

oyle ki bir ve iki rezonant hiperbolik zarf soliton ¢oziimleri bulunabilir.
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Bolum 10

Bulgular ve Tartismalar V:
Parametrik kuantum osilatorun
cozumleri ve kuantum dinamik
simetrisi

10.1 Sonumlu parametrik kuantum osilatorler

Bu boliimde zamana bagh kiitle ve frekansa sahip soniimlii kuantum osilator
problemini inceliyoruz. Bu model i¢in Schrodinger denklemi agagidaki gibidir

OV R 0P p(t)wi(t)
@FLE = 9.00) 022 + 5 ¢ . (10.1)

Burada pu(t) = mf(t) kiitle parametresi, m karakteristik kiitle ve f(t) zamana
bagh keyfi bir fonksiyondur. Ayrica w(t) = wpg(t) parametrik frekans, wy
karakteristik frekans ve g(t) zamana baglh keyfi bir fonksiyondur.

10.1.1 Dinamik simetri

Parametrik osilator problemini ¢ozmek i¢in Boliim 4’teki gibi dinamik simetri
yaklagimini kullanacagiz. Verilen Schrodinger operatorii i¢in

e, e, R 0% p(t)wWi(t)
— ih— — H(t) = ih— — 10.2
S zhat (1) zhat + 2u(l) Oz 5 (10.2)
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asagidaki sart1 saglayan A(t) operatoriinii ariyoruz
[S, Al =0. (10.3)
Bu kogul, (10.2) denklemin ¢oziimleri arasinda iligki verir,
S(x,t) =0 = S(AY(x,t)) =0.
Ayrica A(t) operatoriine kuantum integrali denir ve

L 9A
ih = [H(t), A (10.4)

denklemini saglar. Hermityen eslenigi A* ayni1 denklemi saglar

L 9A* .
ih=— = [H(), A*]. (10.5)

Dogrusal osilatoriin yaratma ve yok etme operatorlerinin yapisinin motivas-
yonuyla, x ve momentum p = —ih% koordinatinda dogrusal olan operatorleri
arryoruz

Alt) = — (b(t):c + ihB(t)%) (10.6)

AT (t) = N (b(t)a: + ihB(t)%) : (10.7)

Esitlik (10.4) nedeniyle fonksiyonlar

. 9 o 1
b=—pu(t)w*(t)B, B= mb (10.8)

denklemlerine tabidir. Bu sistem ayrigtirilmig klasik soniimlii parametrik osi-
latér denklemlerini verir

b— (ﬁ +23) b+w?(t)b=0 (10.9)
1 w
B+ gB LW (t)B =0 (10.10)

ve b(t)’ yi yerine yazarak, sadece B(t)’ye bagh olan simetri operatorlerini elde
ederiz:

X

Alt) = — (,u(t)B(t)x + ihB(t)di) (10.11)
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() = L z T + +hB i
AT (t) = Jon (u(t)B(t) + hB(t)dx). (10.12)
Bu operatorlerin komiitatorii
[A(t), AT ()] = i@wé — BB) (10.13)

(10.10)’in karmagik ¢oziimlerinin Wronskian fonksiyonu

W(t)= BB — BB = B (10.14)
- | B B '
tarafindan belirlenir,
C
W(t) = —i—.
1(t)
Keyfi gercel sayiy1 C' = 2 olarak alirsak, Wronskian
2
Wi(t) = —i—= 10.15
(1) = i (10.15)
olur, ve bozonik komiitator iligkisini verir
[A(t), AT (t)] =1I. (10.16)

W kiiresel 6lcii doniisiimiinde B — €B, B — e /B, v = sabit, degismez
oldugu i¢in, bu komiitator iliskisinde A ve AT operatorleri bu kiiresel 6l¢ii
faktoriine A — VA, AT — e " AT kadar belirlenir.

Onerme: Klasik soniimlii parametrik osilat6r denkleminin (10.10), Wrons-
kian (10.15) kogulunu saglayan her bir karmagik ¢6ziimii, bosonik komiitasyon
iligkisini (10.16) saglayan kuantum dinamik simetri operatorleri A ve A*'y1
belirler.

Karmasik ¢6ziim ve Ermakov-Pinney denklemi
Denklem (5.10)’un herhangi bir karmagik ¢éziimi
B(t) = |B(t)]e®® (10.17)

seklinde yazilabilir, oyle ki modiilii ve faz1 agagidaki denklemleri saglamak-

tadir . .
Bl | @Bl |, "2
R ()-S5 =0 (10.18)
|B]  p|B|
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W fu. .|B|
S+=-5+25— =0. 10.19
PR (10.19)

Bu durumda komiitator (10.13)%in asagidaki gibi olur
[A(t), A*(1)] = p|BS. (10.20)

Ikinci denklemin integralinin, x|B|?S = C' kombinasyonunun zamandan ba-
gimsiz sabit oldugunu vermesi ile bu komiitatoriin sabit oldugunu gosterir.
Bu komiitatorde A ve At operatérlerini sabit v/C' ile yeniden 6lceklendirerek,
C =1 haliyle ilgili diigiinceyi sinirlamak miimkiindiir. Sonug olarak

1 ¢ dr
= uBE st)= [ MGG (10-21)

elde ederiz, ve asagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem: Eger | B| Ermakov-Pinney denkleminin ¢6ziimii ise

S

. [ - 5 1
Bl + 5B+ w?()|B| — ——=—= =0, 10.22
B u‘ | (t)|B| B (10.22)
asagidaki
B(t) = |B(t)| e pi/t dr (10.23)
= X —_— .
u(T)|B(7)[?

karmagik fonksiyonu, (10.16) bozonik komiitasyon iligkisi ile kuantum dina-
mik simetri operatorlerini, A,A", belirler. Ancak (10.22) denklemi dogrusal
degildir, bu nedenle dogrusal soniimlii osilator denklemini ¢6zmek daha kolay
olur.

Karmasik ¢o6ziim ve iligkili ikinci ¢6ziim

Sontimlii parametrik osilator denkleminin karmagik ¢oztimleri, iki bagimsiz
gergel ¢oztim olan By (t) ve By(t) 'nin dogrusal kombinasyonu ile gosterilebilir

B(t) = ClBl (t) + CQBQ(t), (1024)
c1 ve ¢ keyfi karmagik sabit. Bu durumda, karmagik fonksiyonlar igin Wrons-

kian
W(t) = (0152 - Cgél)ng(t)
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olup, gercek ¢oziimler icin Wronskian asagidaki gibidir

By By

5 B (10.25)

ng(t) - 3132 - BlBQ = ‘

Onerme: B (t) denklem (10.10)’in bir ¢oziimii ise

Bo(t) = By(1) / W (10.26)

ikinci bagimsiz ¢oziimdiir.
Sonug 1: B; ve (10.26) ile belirlenen By'nin Wronskian

Win(t) = ﬁ

Sonug 2: Karmagik Wronskian belirteci igin ¢; ve ¢y sabitleri agagidaki
iligki ile belirlenir
C1Cy — C9C1 = —.
Bu iliski, ¢; — c1e”, ¢y — cpe” doniisiimii altinda degismez. Bu o6zgiir-
liikten kurtulmak i¢in O6rnegin ¢; = ¢;’i gergel say1 olarak alabiliriz, ve bu
durumda

1
Cy — \SRCQ + —
C1

olur.

Yukarida verilen bilgileri birlestirerek, agagidaki sonucu elde ederiz:
Teorem: Eger Bi(t)

B+EB+wt)B=0
7

denklemin bir gercel ¢ozliimi ise, karmagik ¢oziim olan

B(t) = aBy(t) + (b+ é)Bﬂt)/ m

a ve b'nin keyfi gercel sayilar olmak sarti ile, asagidaki komiitatorii saglayan

[A(t), AT()] =1
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simmetri operatorlerini belirler. Ayrica, By (t) ¢oziimii keyfi bir sabite kadar
belirlendigi i¢in, a = 1’ olarak alabiliriz ve bu durumda

B(t) = By(t) + (b+ i) By (1) / m (10.27)

or

N dr
B(t) = By(t) (1 + (b+ z)/ W) : (10.28)

Harmonik osilator

Bu modelde, frekans w(t) = wy ve kiitle p(t) = m sabittir. Karmagik fonksi-
yon

1
B(t) = —— ™! 10.29
()= e (10.29)

agsagidaki denklemin )
B+wiB=0 (10.30)

¢Oziimiidiir ve dinamik simetri operatorlerini verir

MWo ot h d iwot
A(t) = 4| 20 giwo R ) = e 10.31
(t) 57 © <x+mw0dx> e"“'a (10.31)
‘ h d .
At(t) = 1/%672“)15 (JJ — W@) = e “olgt, (10.32)
0

Burada
MWy h d
=4/ —= _ 10.33
¢ 2h (x i mwo dx) ( )
4 mw h d
=4/ — —— 10.34
¢ 2h (x mwo d:L‘) (10:34)
ve

[A(t), AT (t)] = [a,a™] = I.

Dolaysiyla, N(t) = AT (t)A(t) = a®a parcagik sayisi operatoriidiir, a ve a™
- yaratma ve yok etme operatorleri, ve A(t) = e™“ola, AT(t) = e “olaT -
quantum integralleridir.
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Caldirola-Kanai Soniimlii Osilatorii
Caldirola-Kanai kuantum modeli i¢in klasik hareket denklemi

B+TB+w’B =0,

(10.35)

olur. Buradaki parametreler sabit sontimleme I, sabit frekans w(t) = wy, ve
zamana bagh kiitle u(t) = medir. Az séniimlii (under damping) hal T’ < 2w

i¢in, karmagik ¢oziim

1 L
Bt — €7§Ft+lﬂt
= T
olur, ve
2
Q= 2 —.
Dolayisiyla, simetri operatorleri agagidaki gibi bulunur
m) . 1 r h 1 d
A(t) = st i 5I't 1 —j— =5t
®) on (62 ( ZQQ>$+er ’ dx
+ m&) o [ iy T h 1pyd
t) =1 — 1+i—)r — — —
O =y25 <€2 Yo Loers L

Bessel Soniimlii Osilatori

Bessel tiirtinden parametrik ve soniimlii osilator i¢in Hamiltonian

2 2 2
o P md (o at

seklindedir. Burada parametreler

p(t) = pot, W*(t) = wp (1 - —)
ve hareket denklemi de

Lo L a?
x—l—zx—kwg (1—t—2>x:0

olur. Eger 7 = wyt, v* = a®w? olarak tamimlanirsa, hareket denklemi

d2x+1dx+ . v? 0
dr?  rtdr T2 v
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veya Bessel diferansiyel denklemini
T —+T——|—(7' —1/2)96:0
elde ederiz. Eger wy = 1 alirsak, Bessel denklemi
t’?B+tB+ (> —v)B =0

i¢in karmagik ¢oziimler Hankel fonksiyonlar: cinsinden bulunur

B(t) - \/gHS)(w 2 + N (0)

B0 =\ [3HE0 =[50 - (1),

Yineleme iligkileri

Hya(6) 4 Hoa(t) = " HL(0), Hyrt) — Hon (1) = 2,1

ve

H(t) = H,\ — %Hl,(t)

nedeniyle, Wronksian belirteci gereken kosulu sagliyor

W) =3

O ' ()

2O B @) ‘

Bu durumda simetri operatorlerini

olarak bulduk.
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10.2 Dinamik simetri ve Schrodinger denklemi-
nin ¢ozimu

Vakum durumunu

A(t)|0,t) =0 (10.49)
olarak tamimliyoruz ve koordinat gosteriminde
1 . ‘ d
\/ﬁ (,u(t)B(t)x + th(t)%) (x|0,t) =0 (10.50)
yazabiliriz. Bu denklemin ¢oziimleri
bolz,t) = (2]0,t) = exp (%u(t)%”“; + F(t)> , (10.51)

F(t) keyfi bir fonksiyon olmak tizere, dalga fonksiyonlarini verir. Bu fonksiyon
oz, t) ayn1 zamanda Schrodinger denklemi

St =0

i¢cin de bir ¢oziim olmasi i¢gin F' = C' — %ln B(t) olarak segilebilir. Boylece
siradaki sonucu elde ediyoruz.
Onerme: Dalga fonksiyonu

’QZ)()(I, t) =

agagidaki denklemleri saglar

A(t)¢0($7t) =0, S¢O(x7t) = 0.

Bu fonksiyonun normallestirilmesi
| tnteaas =1

(10.10)’in karmagik ¢oziimiini

ol 1) = %u@@m—) , (10.52)

VrRB(t) eXp( B(t) 2
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B = Blewi [ 07

— X -
w(7)|B(7)[?
olarak verir.

A(t) ve AT (t) operatorlerinin simetri operatorleri olmasi nedeniyle, ¢y —
AT (t)1ho Schrodinger denkleminin ¢éziimiini verir. A™*(¢) operatoriinii n-kere
uygularsak Schrodinger denklemi i¢in ¢éziim buluruz

n,t) = ——(AT()"|0,t),n =1,2,3, ... (10.53)

-

Koordinat gosteriminde
(x|n,t) = p(x,t)

dalga fonksiyonu

r.1) = 1 B T+ ihB i ex i @ﬁ
e V2B () (M(t)B@) ! hB(t)dfC) ! (hu(t)B(t) 2>
(10.54)

seklinde olur, ve Hermite polinomlar1 cinsinden yazilabilir

o) = ! BON g (% en Ly BO2
o) th;W;n!B@(!B(t)!) (i) p(h“(”Bt

(t) 2
(10.55)
Karsilik gelen olasilik yogunluklar: da
(0.0) = Wl OF = =t ewp (i) (1056)
x,t) = x, =—exp| ————3 |, .
P ! arBo)] C\ RBEP

e N[ a
pu(,t) = |n(z,t)| _mznn!‘g(m[{” (ﬁ\B(t)\) p( ﬁ!B(t)P)

(10.57)
seklinde bulunur.
10.2.1 Koklerin hareketi
As(n), s = 1,...,n Hermite polinomunun s’inci kokii olsun
H,(\s(n)) =0. (10.58)
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Dolayisiyla, dalga fonksiyonun her kokii
z5(t;n) = Vhr,(n)|B(1)] (10.59)
denklemine gore hareket eder ve buradaki | B(t)| Ermakov-Pinney denklemi-
nin ¢oztimidiir
1

. ,U 9
B+ =|B|+w(t)|B| — =57 =0
B+ 1Bl + ()5 B

Bu nedenle, dalga fonksiyonun her kokii, kuantum potansiyeline saghip so-
niimlii parametrik osilator denklemini saglar

Lo, o d (B2

10.3 Parametrik koherent (eg uyumlu) durum-
lar

|n, t) durumlari, kuantum integrali olan say1 operatoriiniin normalize edilmig
O0zdurumlaridir

N(t) = AT(H)A(1),
N(t)|n,t) = n|n,t). (10.60)
Burada
At)|n, t) = nln —1,t), AT()|n,t) = Vn+ 1jn +1,t) (10.61)
denklemlerini saglar. Yer degistirme operatoriiyle
D(a,t) = ¢4 (0-a40) (10.62)
koherent durumlarini tanimlayabiliriz
la, t) = D(a, )0, 7). (10.63)
Bu koherent durumlar ayni zamanda A(t) operatoriin 6zdurumlaridir
A(t)|a, t) = ala, t). (10.64)
Asgagidaki faktorizasyonu kullanirsak

D(a,t) = o~ slal? oAt () ~aA()
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koherent durumlar .
a,t) = ——e*4 D)0, 1) (10.65)

ezlof?

seklinde olur, ve agik olarak yazilir

1 2 > O./n
a,t) = ezl ——|n,t). 10.66
|a,t) nzzom| ) ( )

Koordinat gosteriminde, koherent durumlarin dalga fonksiyonu

(x|a,t) = o~ zlol? Z %(;ﬂn, t) = o~ zlol? Z %dm(% t), (10.67)
n=0 ' n=0 :

olur, veya
_l‘a|2 . B QB
e 2 i a «
y=————+— —p=ax*—2i —— . (10.68
oty = B(t)exp(%qu : me,+QB> (10.68)
veya
(2], ) e~ zlol® i B V2h « ’ o a? +042§
rloyt) = ———————=exp | —pu—= |2 — - —1 -4+ ——=
NN G LB BB 2B

Olasilik yogunluklar1 Gaussian geklindedir

1 1 _
oz, t) = = ——e ————(z — V2h(aB(t)))? ) .
putet) = el O = s 0 (s (o — VERS(aB(0)?)
) (10.70)
Onerme: Gaussian dalga paketinin merkezi (10.70)
zo(t) = V2hSS(aB(t)) (10.71)
soniimlii parametrik osilatoriin denklemini
Folt) + gio(t) W (D)ao(t) = 0 (10.72)
takip ederek hareket eder. Ayni zamanda, karmasik fonksiyon
a(t) = /mw a B(t) (10.73)

(10.72) ile verilen denklemin ¢oztimiidiir.
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Harmonik osilator

Sabit frekans w(t) = wy ve kiitle p(t) = m i¢in karmagik ¢6ziim

1 )
B(t) = "ot
mwo
seklindedir, taban durum
Yo(x,t) = (_mc;o) t e aiwote gt
™

ve n-dalga fonksiyonlari

1 mwo\1 _, 1 mwy _ mwg
N ,t _ ( ) zwo(n+2)tHn o 57T
Vel ) = 5 et e ) )¢

seklinde olur. Karsilik gelen olasilik yogunluklar

mwo

1
polat) = [l ) = (T0) " e T

]_ Tmw i M mw
— 2 _ o0\ 2 772 1o _meo
pulat) = (o = g (P2e) a2 ([P )

olarak bulunur. Koherent durumlar i¢in dalga fonksiyonu

1
Mmwo\a _1 2 Ligop 90,2 g /TG 1,2
<£L’|Oé,t> — ( ) e sla(®)] e 21w0t€ 52 7 —2ix a2 a(t)+5a%(t)

alt) = ae ™0t

seklinde bulunur ve Gaussian yogunluk paketi

3 _me ([ g’
palz,t) = (2o, t)* = (m_;ioy o2 (/7 S ()
™

klasik parcacik gibi salinim yapar

2h
£) = —y/——|a] sin(wot —
x(t) " || sin(wpt — arg ),

a(t) = ae”™" de karmagik diizlemde dénme hareketi yapar.
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Caldirola-Kanai soniimlii osilator
Taban dalga fonksiyonu

Q) 1 r 1 0
oz, t) = <ﬂ;—h> exp (—ZEQt - iTZ—hethz + ZFt - ”;—hertﬁ,) (10.82)

ve olasilik yogunlugu

L 1
AW 1 0 Oz o

(10.83)
olarak bulunur, ve limit ¢ — oo durumunda Dirac delta funksiyonuna yakin-
sar: limy_, p(x,t) = d(x). Tamsayilar igin ¢oziimler

1
1 Q\* , m Q m
o) =~ (19) <>H< D i) o

(10.84)
ve olasiliklar agagidaki gibi bulunur

1
1 Q 2 Q 1 m t
pn(x,t) = S (_mh ) egtHfL (\/—ﬂ;_l eZFt:c> e~ e, (10.85)
i\ mw

Olasilik ve Hermite polinomlariin kokleri exponansiyel olarak hareket eder-
ler

zo(t;n) =/ — A(n)e 2" (10.86)

Koherent durumlar

1

mOQ\* 1211,

(z]a, t) = (_h) e zlol T2t o
T

mI 0O Q , 1 .
exp (—%e”:ﬁ _ ”;_hertxz _9 /”;_h o sttt | §a2€2mt> (10.87)

ve yogunluk fonksiyonlari

1
2 —drig —iQt 2
pol,t) = |(z|o, )] = (—) 3Tt 5 (o= Ve 28 ) () g
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seklinde bulunur. Bunlar Gaussian formundadir ve merkezleri soniimlii klasik
denkleme gore hareket ederler

2h
z(t) = — ]oz|e T gin(Qt — arg ). (10.89)
mS)
Karmagik ¢6ziim
Oé(t) _ ﬂaefél‘tfiﬁt

Q

karmagik diizlemde spiral seklinde hareketi tasvir eder.

Bessel soniimli osilator

Bessel sontimlii osilator igin taban dalga fonksiyonu

(2 ot HJV (2)
Po(x,t) = <7r2h) . exp (z %Hﬁl)(t) z? (10.90)

ve olasilik yogunluklar:

- N 2 1 210 a?
pole,) = [l 1) = <m> DR IO R (‘ wh J3(6) + N3<t>>
(10.91)

IS
—_

seklinde bulunur. Ayrica, n-parcacik dalga fonksiyonlar:

1

1 2 \* 1 inarctan Nu()

¢n(l‘,t) = - ( - ) N inarctan 750y
"/ 2rpl \ T h Hﬁl)(w

NOtH()(t 2
w om0 " (1092)

ve kargilik gelen olasilik yogunluklar:

~—

N

1 /2 1
|t (2, 1) [* = ol (ﬂh) J2(t) + N2(t)

2

2o > (10.93)

9 2 x
s (\/% 200 + N3(t)> o <_ wh J2(t) + N2(t)
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seklinde olur.
Bu fonksiyonlarin kokleri agagidaki kurala gore hareket eder Zeros of this
function are moving according to law

s(t;n) = 7T—;As(n)!H,Sl)(t)l=\/@As(n) SR8+ NZ(E)  (10.94)

ve biiytik ¢ icin asimptotik yaklagim

zo(t;n) ~ x/ﬁ% (10.95)

olur.
Bessel sontimlii osilator i¢in koherent durumlar

2 \4 e zlol?
z|a,t) =
(wlast) (7T2h)

H (1)
it V() 2iaw 1, HP(t) (10.96)
2h - HO)  VarHSP @) 2 HY(1)

ve yogunluklar da agagidaki gibidir

. (2} 1
[{z]ev, )7 = (th) J2(t) + N2(1)

exp (—3 == mg(aHg)(t»)Q) . (10.97)

h J2(t) + N2(t)
Bu dalga paketlerinin merkezi Bessel denklemine gore hareket eder
zo(t) = Vrh(agd,(t) — a1 N, (t)). (10.98)

Ozel durumlar icin:
1) a = ay -gergel say1

zo(t) = —V7Thay N, (t)
2) o = iay
20(t) = Vrhag J,(t)

Complex diizlemde evrim

seklindedir.
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10.4 Genel Kuadratik ve Parametrik Osilatorde
Sikistirilmis Durumlar

10.4.1 Genellestirilmis Caldirola-Kanai parametrik osi-
latorde sikistirilmis ve rezonans durumlari

Bu ¢aligmada Caldirola-Kanai kuantum parametrik osilatér modeli i¢in Sch-
rodinger denklemi ele alindi
0 N
iha\ll(q, t) = Hy(t)¥(q,1). (10.99)
Burada, Hamiltonian operatérii Hermityen ve zamana bagl parametrele sa-
hip
- et 1

Hy(t) = ——0" + w57 q" +

B()

5 (Gp+pq) — e D(t)G+e " E(t)p, (10.100)

wu(t) =me™ v >0, m=1, B(t), D(t), E(t), gergel fonksiyonlar, ¢ = ¢, p =
—ihd/0q. Hamiltonyen operatorii Heisenberg-Weyl ve su(1,1) Lie cebirlerin
generatorlerinin dogrusal kombinasyonu oldugu icin, evrim operatori Wei-
Norman Lie cebirsel yontemi ile agagidaki gibi bulundu

ot = o (5 [ [ - B+ 5z as)

x exp (i, (£)q) X exp (—xp(t)a%) X exp (@% (5”1(’5) _ B(t)) q2)

X1 (t)

() (qa% ¥ %» XX (%W(“’) (ig;) a%) |

Burada z4(t), xo(t) klasik homojen denklemin

X exp <ln

F+d o+ (wg - (B + B+ 7B>> v=D+e(E+BE),  (10.101)

ve baglangi¢ kogullarini z1(0) = zg # 0, @1(0) = 2¢B(0), ve 25(0) = 0, #2(0) =
1/x¢, saglayan iki bagimsiz ¢oziimiidiir. Ayrica x,(t) (10.101) denklemini ve
2,(0) =0, 4,(0) = E£(0) kosullarm saglayan bir ¢éziimdiir. Momentum uza-
yinda karsilik gelen klasik denklem

p—p+ (wS + (B - B’ - vB>) p=e"(D—BD)-wiE, (10.102)
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seklinde olur, ve onun ¢oziimleri
pi(t) = " (@1 (t) — B(t)z1(t), pa(t) = € (d2(t) — B(t)aa(t))

pp(t) = 7 (ip(t) = B(t)zp(t) — e " E()) .

10.4.2 Zamana bagh koherent durumlar

Yer degistirme operatorii

~

D(a) = exp(aal — a*a), a=a +ias, ai, as € R, (10.103)

A~ Wo h a ~i Wy h a
_ Jwo_ . [ RO Y P e 10.104
“ on? + 2w 0q’ “ on? 2w Oq’ ( )
olmak iizere, po(q) = (wo/mh) Y4~ 209" temel duruma uygulandiginda, stan-

dart harmonik osilatortin koherent durumlar: bulunur

Wo

7h
(@Yo = /21 /(wo) a1, (P)a = V2woh e, & = oy + i, a1, as € R.

~ 1/4 PN i/ w, .
g(Q):D(a)SDO(Q):( ) e lDalPlaciBlade=50 =@ (10.105)

Evrim operatoriin yardimiyla, zamana baglh koherent durumlar elde edildi

Calgt) = (%)1/433@ X \/xl(t) — i(woo) 2, (1)

Zo

i t _67"\/15 e efytw2
X exp [ﬁ/ ( 5 pf,(s) — e PE(s)py(s) + 5 0x§(s)> ds]
to

062 _ |Oé’2-

X exp |:—1:(JJ0£L‘2 (t)R% (t) (SL‘1 (t) — i(WOx(Q))$2 (ﬁ) a? + 5
) X exp [2__7;(3% (B(t) + ﬁigg) (q— wp(t))z_

( (t)q
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ve olasilik yogunluklar: bulundu

ottt = 2 % o) < o0~ (2 Rst00 - @) }

Burada sikistirma fonksiyonu Rp(t):

Rp(t) = \/ 5 Zo" (10.106)

23 (1) + (womo2x2(t))?

ve koherent durumlarda ortalamalar

(@alt) = i—z (i—;xl(t) + 042(W0130)I2(t)) + z,(t), (10.107)
(D)alt) = %(i—;pl (t) + a2(w0$o)p2(t)> + p,(1) (10.108)

seklinde olur. Acikca goriildgii gibi koherent durumlar Gaussian dalga paket-
leridir, ve merkezleri (), (¢) klasik denklemine gore hareket eder. Konum ¢
ve momentum p i¢in belirsizlikler agagidaki gibi olur

(Ag)alt) = ‘/2%(]}331(2&)’ (10.109)

B)alt) = /L Ra(t)\1+ —or (RB(t)+B(t)),

2 (woRE(1)* \ Re(t)

i 2
“ R h 62'775 RB (t)
(AQ)G(Ap>a<t) 92 1+ (WORQB(t»Q (RB(t) + B(t)> )
(ADa(AP)a > 1/2.

Bu boliimde inceledigimiz problem "Squeezing and resonance in a genera-
lized Caldirola-Kanai type quantum parametric oscillator”, J. Math. Phys.
59, 082104 (2018), adli makalemizde daha ayrintih ¢calisilmigtir. Sikigtirma
parametresi B(t)'ya bagh olarak tam ¢oziilebilen modeller inga ettik, ve her
bir model i¢in zamana bagli koherent durumlarda meydana gelen sikigtirma
ve resonans davraniglarini inceledik.
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10.4.3 Zamana bagh sikistirilmis koherent durumlar

Uniter sikigtirma operatorii

Q 1 ~12 * A2 .

S(z) = exp é(za —2"a%)|, z=2z+in,n,2€ R (10.110)
polar koordinatlar z = re®, r > 0, 6 € [0, 27), cinsinden yazilabilir

(. 0) = 40 (i ) O L e ?
S(r,0) = exp [r (22h(sm 0)q° — (cos 9)(qaq + 2) +i—sin ef)q

ve exponansiyel operatorlerin ¢arpimi olarak bulunabilir

1 {zwo ( sin @ sinh r ) 2]
X exp : q
Vcoshr + cos@sinhr 2h \ coshr + cos@sinhr
) L )
X exp [ — In(cosh  + cos # sinh T)qag] X exp [ ih ( sin 0 sin T. ) 8_} '
q

g(r, ) =

2wy \ coshr + cos@sinhr ) 0¢?
Bu durumda sikigtirilmig koherent durumlar
Xero(@) = D(@)S(r,0)0(q),
seklinde tanimlanir ve acgik olarak bulundu

sin 6

1/ X ex —zaa}xex /T ——dr| X exp |l %
onr@ F p 12 P 2 o (SS@) P 2 h q

X exp [%sm@smh(%)(q \/M) } xexp[ “ (CI—Oq\/M) }

0
ST,9 Sr,@

Spp = v/ cosh? r + cos 0 sinh 2r + sinh®r. (10.111)
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Evrim operatoriinii kullanarak, zamana bagh sikistirlmis koherent durumlar
bulundu

(¢.1) wo i 1 " i [t wee 75ds
aro(@ )= —|] ——= xexp| — = —_—
Xa,r0\4d s p

Qro(t) 2 )iy QFols)
X exp {; /t ( _ %( J(5) = B(s)z, ()2 + @xg@)ds]
exp | £(a0) — Blo)ay(0)a] x exw | T (240 - B(t)) (10
e
X exp { ( 4= () = @g;ml(tml i z‘eiw@)?} . (10.112)
Qro(t) = \/ (eirj:<t>>2 + (xowoe”xg(t))% (10.113)

Burada genellestirilmis sikigtirma, 6 = 0 ve § = 7 igin verildi. Buna karsilik
gelen olasilik yogunlugu asagidaki gibidir

Konum ve momentum i¢in ortalama degerler

(@)a(t) = i—iz (i—;xl(t) + az(woxo):cg(t)) + zp(t), (10.115)
(D)alt) = i—iz <C;_;pl (t) + &2(w0$0)p2(t)> +p(t), (10.116)

ve belirsizlikler de bulundu

(Ad)nolt) = Qi%@r,e(w,

) [ooh 1 (€7Q24(1))? [ Qro(t) ’
(Ap)r,e(t) = TQNg(t) \/1 -+ wg (ere(t) - B(t)> )
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(AGAD)rp(t) = g\/l + Sl Qw’"g@)) (gzgg —~ B(t)) . (10.117)

Bu boéliimde tanitilan problem "Dynamics of squeezed states of a genera-
lized quantum parametric oscillator”, IOP Conf. Series: Journal of Phy-
sics: Conf. Series 1194(2019) 012018, adli makalemizde daha ayrintih
caligildi. Genellestirilmig Caldirola-Kanai osilator i¢in zamana bagh sikigtiril-
mis koherent durumlar elde edildi, tam ¢oziilebilen modeller insa edildi ve her
bir model i¢in durumlarin sikigtirilmiglik 6zellikleri osilatoriin paramametre-
leri cinsinden incelendi. En genel quadratik ve zamana baglhh Hamiltonyen
i¢in sikigtirilmis durumlar "Time-evolution of Squeezed Coherent States of a
Generalized Quantum Parametric Oscillator”, adli makalemizde ¢alisildi. Bu
eser J. Math. Phys. dergisinde yayina kabul edildi.

10.5 Schrodinger’in parametrik Cat durumlari

Cat durumlar iki koherent durumun dogrusal kombinasyonu olarak diigiinii-

lebilir
10, ) = No(Ja. t) + [P, t) ), 1, 8)a = Ni(|on t) + G |q°a,t) ).

Ayrica bu durumlarin 7 acis1 kadar dénme ile iligkileri vardir ¢iinkii burada
¢* = 1 birim kokiine karsilik gelen ¢> = g2 = —1 olarak tanimlanir. Normal-
legtirme sabitleri esittir:

2

oz\z al

€ 2 € 2

S S S —
24/cosh |a|? ' 24/sinh |a|?

Hadamard kapist uygulanarak bu durumlar matris formunda yazilabilir

o]zl Lty |

Hadamard gate

No

Burada normallestirme matrisi

a\2

N=2"
V2

. \a|2 \a|2 71/2 .
diag <0€ , 1€ > (mod 2) = diag (N, N1)
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o — (o)™ _ e e 2
(mod2) e = E onl 5 = cosh ||,
k=0
|2>2k+1 6|a|2 + 626112‘042

(mod2) el = sinh |a|?.

I

()

S
+
=

2

10.5.1 Cat durumlar i¢in 6zdeger problemi

Keherent {|+a,t),|—a,t)} durumlarin her dogrusal kombinasyonu da A?(t)
operatoriiniin a? 6z degerine karsilik gelen 6zdurumudur. Bu da parametrik
Schrédinger cat durumlarinin A%(¢) operatoriin 6zdurumu oldugunu goster-
mektedir,

A0, ) = [0, 8)a, A1, e = &?[1, )q,

ve boylece {]0,1)q,|1,%)s} durumlar orthonormal baz olugturur.
Bu durumlar parametrik kiibit koherent durumunu tanimlamak icin kul-
lanilabilir:

Wﬂf)a = CO’0>t>a + Cl|17t>a7

where |co|? + |c1|* = 1, burada |cy|? + |c1|* = 1. Kiibit koherent durumlar da
A%(t) operatéoriiniiniin zdurumudur

A, t)a = o, t)a.

10.5.2 Cat durumlarinin fermiyonik gosterimi

Dilatasyon operatorii ¢?N® = N0 = (—1)A"MA®) | kedi durumlar i¢in
eslik (parity) operatorudiir, oyle ki |0, ), and |1,t), durumlar bu operatoriin
ozdurumlaridir, ve sirasiyla,g?-periodik ve ¢?-6z-benzes seklinde bulunur

N0, )0 =10,8)0, NI 0 = A1 Da.

Cat durumlar1 ¢>-say1 operatoriiniin 6zdurumudur,

2N(t) _ 1
q
N(t)|p = ———.
[ ( )]q2 q2 . 1
Burada ¢* = —1 'dir, ve dzdegerler de [0],2 = 0 ve [1],2 = 1 olarak bulunur.
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10.6 Parametrik trinity durumlar

Simdi, ¢° = 1’e karsilik gelen, 2{ acl ile dondiirtilmiis koherent durumlarin

kiimesini ele alalim

o Jont) + g%, t) + g ent) e |ast) + g s t) + g e, t)

=€

0,t) = e

Y

)

V3Velol e@lal® 4 edtlol? 3v/ o€l (mod 3)
1), = % 0, t) + Pl t) + Tlgast) e |ovt) + g%, t) +3'g 1)
e V3Vl £ edlol  ghedlol 3/16l°F (mod 3)
|2 7tla 2 2|4 ol —4| .2 2| 4
2.8, = % o t) + g s t) + g ast) _ ellast) + T g at) + Tl e t)

V3y/elol + gledlal 1 g2ed Il 34/2€l (mod 3)

Bu durumlar trinity-Hadamard kapisinin uygulanmasiyla elde edilebilir,

|O,t>a 1 1 1 1 ’a’t>

o o2
11,t)q zN—\/§ 1 ¢ (q2)2 |?a,t) |,
12, )0 1 7 (@) ¢ e, t)

-~

Trinity gate

ve normallestirme sabitleri

oz\2

e 2

~1/2
N = 7 diag (oe|°‘|2,1 e'o“Q,g e'a‘2> (mod 3) = diag (No, N1, N2)

seklinde hesaplanir,

1+ 470 =36, —kmoan 0 <k <2

10.6.1 Trinity durumlar icin 6zdeger problemi
Trinity durumlar {|0,t)a, |1,%)a, |2, t)a} A3(t) operatériiniin 6zdurumlaridir.
AW t) = | oty = Ak t)a =’k t)a k=0,1,2,

Trinity durumlardan, |co|> + |c1]? + |e2|> = 1 olan, 3 tabanh kuantum bilgi
birimi olarak qutrit koherent durumlarim elde edebiliriz |1, t), = 0|0, t)q +
c1]1,t)a + 2|2, t) o, Where |co|? + |c1]? + |c2]? = 1. Bu durumlar A3(t) opera-
toriintin 6zdurumlaridir

A, B = P, 1.
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Ayrica, ¢* say1 operadrii [N (¢)] 2 = % icin, N(t)|n,t) =n|n,t),n >0

oldugundan, ve
qQN(t)|Oa t>a = |07t>aa q2N(t)|1at>oc - q2|17t>a7 QQN(t)|27t>a - C]4|2, t>o¢ )

nedeni ile, kdsegen formda zamandan bagimsiz matris elemanlarini elde ederiz

)

a<0vt|[N(t)]q2|07t>a = [0]q27 a<1:t|[N(t)]q2|1>t>a = [1]q27 a<2>t|[N(t)]q2|27t>a = [2]112 :

10.7 Parametrik quartet durumlar

Simdi, 7 agisi ile dondiiriilmiis ve ¢® = 1 birim kékiiyle belirlenen dért du-

rumu tanimlayalim

10,%)q 1 1 1 1 la, t)
Lt | g L |17 @) @) ] e
20 | vA|1 7 @) @) || ldat)
3. t)a 1 @) (@) ] | lda)

Quartet gate

2 2 2 2 -1/2
= Wi diag <0€|a| qelol elel Jelad ) (mod 4) = diag (Ny, N1, Na, N3)

olarak bulunur ve asagidaki 6zdeglik gecerlidir
L+ + g 4 0N = 46,inoasy 0 <k <3,

Quartet (dortlii) durumlar, A%(¢) operatoriiniin o* 6zdegerine karsilik gelen
ozdurumlaridir

A% t) = o'l oty = AND)Ik o = o'k, t)e  k=0,1,2,3.
Ayrica, bu durumlar ¢*-say1 operatoriiniin [N (t)],2 6z durumlaridir
NNk Yo = ¢k t)e = [N()]2lk, t)a = [Klg2|k, t)a , where k = 0,1,2,3.

Quartet durumlar cinsinden, kukuat(ququgad) kuantum durumlarini 4 ta-
banli kuantum bilgi birimleri olarak tanimlayabiliriz.
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10.8 Parametrik Kuantum Koherent Durumla-
rin Kaleidoskopu

Onceki boliimlerde ele alinan problemleri genellestirmek icin * acst ile don-
diirme ve n-kenarh diizgiin ¢cokgenin kosegenlerine ait n tane koherent duru-
mun dogrusal kombinasyonunu ele alacagiz. Bu durumlar, ¢" = 1 denklemin
kokleriyle iligkilidir.

10.8.1 Kuantum Fourier Doniisiimii

Kaleidoskop orthogonal durumlari kuantum Fourier doniigiimii ile tanimla-
nabilir

0,)a ] 11 1 1 17 ot
11, 8)q 1w w? L wn! |2, t)
12,)q 1|1 w? w? e winh) It t)
]’31 e - % 1wl wb w31 |8, t)
L n—1,t), | |1 w2 gD | 2 g )
(10.118)

Burada w = e n" = ¢* n dereceden birimin kokiidiir, ve karsilik gelen iiniter
matris QQT = QTQ = I asagidaki iliskiyi saglamaktadir

n—1

~ 1 ) .

|k,t>ar—>TE wk|g¥a,t) 0<k<n-—1|
n
j=0

Ortonormal durumlar igin, normallestirme matrisi

|2

N =

~1/2
a2 a2 042 012
<oe| el yelel™ el (modn)

(mod n) tistel fonksiyonlar cinsinden tanimlanir.

e nk+s

Fs(laf?) =5 € (mod n) = 0<s<n-—1. (10.119)
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Bu fonksiyonlar , standart iistel fonksiyonlarin kombinasyonunu olarak gos-
terilebilir

n—1
Z@QSkeq%lo‘P , 0<s<n-1.
k=0

sl (modn) =

S|

10.9 Kuantum Cebiri

Kaleydoskop koherent durumlar ¢*V®) operatériiniin 6zdurumlaridir:
VOl t) o = ¢*F |k, e, k=0,1...,n— 1.

Bu operator, Fock uzayinda sonsuz matris formundadir

1 0 0 .. 0 000 1
0 ¢ 0 .. 0 100 0

Y=gV =12 0 0 ¢* .. 0 Y, =Ix| 010 0
00 0 .. g 000 .. O

(10.120)

Buradaki n x n matrisler, sirasiyla Sylvester saat ve 6teleme matrisleridir.
Matrisler ¢ degismelidir, 133 = ¢*33%; , X7 = [, 3% = I bagmtilarim
saglarlar ve tiniter doniigiim ile baglantihidirlar ¥, = (I ® Q)qm (I®Q").

Dilatasyon operatérii ile simetrik olmayan ¢ analiz [N(t)],z = (¢*V® —
1)/(q*—1) ve simetrik olan [N ()], = (¢*N® —g2N®)) /(¢> —¢72) igin ¢*-say
operatoriinii tanimladik. Kaleydoskop biriminde, say1 operatorii kosegeneldir
ve zamandan bagimsiz q sayilari: [N(t)] = diag([0], [1], ..., [n — 1]) ile verilir.
Simetrik durum igin, g-say1 operatorii hermisyendir ve [N(t)] = BT (¢)B(t),
[N(t) + I] = B(t)B*(t) olarak ¢arpanlarmma ayrilabilir. [N(t)] = B*(t)B(t),
[N(t) 4+ I] = B(t)B*(t). Burada
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acik olarak yazilabilir

0 0 O 0
0 1 0 0 o0 o 0

. 0 0 2 0 A
B=1I® ) H , BT =1I® 0 +/I[2] O 0
00 0 0 0 0O 0 .. 0

(10.121)

ve B" =0, (B*)" = (. Simetrik olmayan durumda, say1 operatorii Hermityen
degildir.

10.9.1 Simetrik durum
Simetrik durum igin, kuantum cebiri
B(t)B*(t) — ¢*B(1)B(t) = ¢ >
B(t)B*(t) — ¢ *B* (1) B(t) = ¢"*
ve kuantum ¢2-osilatorii icin Hamiltonyen

_ hw
2
Hamiltonyen igin kaleidoskop durumlarina karsilik gelen spektrum

B — h_wsin%”(k +3)

H(t) (IN®lg + IN({) + 1]z2) -

2 sin 7
seklinde olur.

Koherent durumlarin olugturdugu kaleydoskobu, 1518 (Gaussian durum-
lar) koherent durumlarimin uygun faz birlestirimi olarak tammlabilir ve bu
sadece ikili degil aynm1 zamanda rastgele n—say1 tabanina karsilik gelen kuan-
tum bilgi birimini saghyabilir. Bu durumlar, kuantum g—osilatorii ile iligkili
kuantum simetrisinin temsilini sunar.

10.10 Qubitlerin Apollonius gosterimi

Birim kiirenin giiney kutbundan kompleks diizleme stereografik izdiigiim, ko-
herent kiibit durumlarin temsilini verir

0) + 2[1)

VI+P

|¢>:cosg|0>+singew|1> = |2) = (10.122)
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Bu durumda py ve p; olasiliklarinin oram r yarigaph es merkezli cemberler
tizerinde sabittir ve bu rastgelelik seviyesi ile iligkilidir. Ayrica, (10.122)" teki
|z) durumuna Hadamard kapisin1 uygularsak Apollonius simetrik durumunu
verir

z—1)|0) + (z + 1)[1)

V=Pl +1P

Kompleks diizlemde hesaplama tabam durumlar: |0) ve |1), sirasiyla z =
—1 ve z = 1 noktalarinda bulunurlar. Bu noktalar, diizlemde rastgele nok-
talara doniistiriilebilir. Ayrica, 0 ve 1 tamsayilar1 klasik bit ile daha yakin
benzerlik kurmak i¢in, bagka bir temsil kullanabiliriz. Burada, |0) ve |1) du-
rumlarini, olgekleme ve Gteleme ile 2 — 22 — 1, z= 0 ve 2 = 1 degerlerine
yerlegtiririz,) simetrik olmayan Apollonius kiibiti elde ederiz

H|z>:<

_ (z=1)]0) + 2]1)

ja) = 2 2’
Viz =12+ 2]

|0) ve |1) durumlarim 6lgmek i¢in rastgelelik seviyesi olarak olasiliklarinin
orani, ¢emberlerin Apollonius tanimi ile kesigen diizlemdeki uzakliklarimim
oranina esittir

b1 22 _

Po |z =112

Y

oyle ki cemberler i¢in bu durumlar ortak simetrik durumlar olur. Apollonius
kiibit durumlari i¢in , Shannon entropi tamamiyle r cinsinden belirlenir ve

cemberler {izerindeki durumlar igin sabittir S(r?) = log,(1+7?) — 1-7;12 log, 72.
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Bolum 11

Bulgular ve Tartismalar VI:
Girdap hareketi icin {
kuantizasyonu

11.1 Halka bi¢imli bolgede f-osilator olarak gir-
dap

f-osilator olarak halka bigimli bélgelerde girdap. Yukaridaki formiillerin bir
uygulamasi olarak, burada halka bi¢imli bolgelerdeki nokta girdap proble-
mini dogrusal olmayan bir osilatér ya da f-osilatoriiniin 6zel durumu olarak
degerlendiriyoruz.

11.1.1 qg-osilator olarak daire halkasinda girdap rotas-
yonu

Halka bi¢imli bolgelerde, bir nokta girdap igin girdap pozisyonundaki karma-
sik hiz
20 = @0 + 190 = Vo(2)] 222 (11.1)
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tarafindan belirlenmekte ve karmagik hiz

— 1 2
Vo(z) = %[an<1—zio>—an<1—%>+an(1—Zr—;>—an(1—

+o0 . +o0 .
LK LK
n=x1 n=+x1 % — 374

q = r2/r¥dir. Iyi bilinen Hidrodinamik Helmholtz prosediiriine gére,girdabin
kendi kendine etkilegimini 6énlemek i¢in, girdabin kendisine olan katkisi dig-
lanir. Eger g-harmonic serilerin

f: ﬁ — —Ln,0 (11.2)

g > 1 icin yakinsadigini dikkate alirsak, 2 = 2y’da ilk iki terim birbirini iptal
eder ve agagidaki hareket denklemini elde ederiz

_ iK | 20 ra
=—— |L —— | -L 1——1]1. 11.
0 Zo(q — 1) [ ta ( ry > M ( |20/ (1L3)

Burada sonsuz toplamlarin manipiilasyonlarini, g-logaritma fonksiyonlari

an(l—x)z—zx—

n=1

2l <, a1, (11.4)

her n tam sayisi i¢in g-sayilarinin

n_1
[n]51+q+q2+...+q”—1=qq_1 (11.5)
sekilde tanitarak onleriz. (11.3) denklemi
ZO = —’iWZO (116)

genlige (ve enerjiye) bagh frekans

w(|zo|?) = m {an (1 — %) — Ln, (1 — %)} (11.7)
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ile dogrusal olmayan osilatordiir. Enerjiye ek olarak,agisal momentum L =
['Zyzg, bu problemde korunan bir bagka miktartir.Hamiltonyen formunda

oOH
T3 = —2i—— 11.
denklemini, kanonik braket
2
{20, %0} = T (11.9)

ve Hamiltonyen fonksiyon

PZ
H(Zo, 20) = E In

(o) (o=ime)l. oo

ile, Jackson g-tistel fonksiyonunun asagidaki gibi tamimlanmasiyla, elde ederiz

z

e(2) = ;)[71]1' (11.11)

Bu, eger |g| > 1 ise z'de tiim uzayda analytic fonksiyondur ve sonsuz garpma
gosterimini getirerek,

ﬁ(l—ﬁ) = 1126(1(1__2_1), (11.12)

k=1

bu fonksiyonun sifirlarinin, ¢ oraninda geometrik olarak siralandigini gosterir.
Eylem-ag1 degiskenlerini (J,0) )

zo=iVJe . 5= —ivJe”, (11.13)
kanonikal parantez
0.1 =2 (11.14)
ile birlikte tamtarak, Hamiltonyen fonksiyonunu eylem degiskeni sadece J
olarak r2 ; 2
w0 =il (=) () oo

ve donme frekansinin asagidaki gibi elde ederiz

=PI (- 2) g (1- 2] e
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O zaman agisal momentum sadece L. = I'J olur. Modelimizi f- osilator olarak
gostermek i¢in karmagik fonksiyonlar tanitiyoruz

H(Zo,go) _ H<20720>7
=/ — =/ —%. 11.17
2f 20%0 20, <f 20%0 20 ( )

Bu durumda, basit f- osilatoriinii

H{(zs, 2f) = 2y, (11.18)
Poisson parantezi
210H 21
Gz} = 557G 2) = —Fwtrn ) (11.19)

ile birlikte elde ederiz ve agagidaki frekans (11.16)’la evrimlegir

2f = —iCUZf. (11.20)

Girdap hareketinin F-osilator kuantizasyonu

Girdap hareketi i¢in F-osilator kuantizasyonu yar: klasik yaklagimda, kuan-
tizasyon J — n + 1/2'nin degistirilmesinin Bohr-Zommerfeld kuantizasyon
kurali ile gergeklegir. Daha sonra enerji spektrumu

«(wsam) (=)l o

seklinde olur. Bu sistemin f-osilator kuantizasyonu, 2, olan karmagik deger-
leri, bozonik operatorler [a,a™] = 1, N = a™a ile degistirir. 11.15) H(N),
by replacing J — N, and spectrum of the system is ((2.1)’deki operatorleri,
J — N degigimi yapilarak, dogrusal olmayan fonksiyon (11.15) H(N) cinsin-
den tammlarken, f-osilatoriine kargilik gelen Hamiltonyen(7.4) ile verilir ve
sistemin spektrumu bulunur

FQ

E,=—
4

In

E, = %[H(n) + H(n+1)]. (11.22)

Benzer yolla, N-nokta girdap polinom rotasyonu dogrusal olmayan ya da f-
osilatorii olarak halka bigimli bolgelerde galigilabilir.
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11.2 Dogrusal olmayan osilator olarak N-girdap
poligonu

Iki cember teoreminden dolay1, N-nokta girdaplar: icin hareket denklemlerini
elde etmek kolaydir [34]. Esit giigteki girdaplar, halka bi¢imli bolgelerdeki
diizgiin ¢okgenlerin koselerinde konumlanirsa, problem agagidaki diizenli ro-
taston frekansiyla, tam ¢oziimleri zx(t) = rexp(iwt + i27k/N), k = 1,..., N
getirir
r N—1 I 1 & 12 o 12 o
w(r) = 52 3 +27T7‘2q — ; [an (1 -5 NJ) — Ln, (1 - T—%e NJ)]
(11.23)
Eger ( = ' i birimin ilkel kokii olduguna dikkat edilirse, bu formiildeki
toplama acik bir sekide yapilabilir ve (VN =1, (YN —1=(( - 1)1+ ¢+ +

+ (N1 = 0 esitligini gosterir. Daha sonra 14+ ¢+ 2+ ... + (V"1 =0 ve
g-logaritma fonksiyonlarinin toplami i¢in agagidaki denklemi elde ederiz

Zanl—xC” = ix (14 P4 %R 4 PV, (11.24)

k=1

Eger | = 1,2,... oldugunda k& = NI ve k # NI ig¢in yok olursa, toplam
14+ CF+ 4+ 4+ ¢*W-1) = N olur. Eger k # Nl icin ¢2, ¢3,..¢N71 ilkel
kokler ve (¢F)N —1 = (¢F = 1)(1 4+ ¢F 4+ ¢ + ...+ ¢V=DF) = 0 oldugu dikkat
edilirse, bu kolayca anlagilabilir. Boylece (11.24)’deki yok olmayan terimler

& .%' > le
Zan (1—a¢") = Z =-N(g-1)>_ i (11.25)
— _N(g—1) ; (qN(lq_ 1_)(1% — (1120

ve

Zan(l—ﬂﬁC") :_[]]\Y] Z (@) _ N Lngv (1 —a™). (11.27)
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(11.27) formiiliinii uygulayarak, en sonunda frekans (11.23)"1 basit bir formda
yeniden yazariz

(N —-1) I'N T%N r2N
w(r) = pp— + 2" = 1) {anN ( i Lny (11— r%_N .

(11.28)
Sonug gosteriyor ki frekans w(r), r'nin fonksiyonudur ve diizgiin sekilde dénen
girdap ¢okgeni dogrusal olmayan osilatorii temsil eder. Bu ¢okgenin dogrusal
olmayan osilator olarak kuantizasyonu, bir nokta girdap halinde oldugu gibi
benzer bir yolla yapilabilir [33].
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Bolum 12

Bulgular ve Tartismalar VII:
Simetrik ve Fibonacci g-analitik
durumlar

12.1 g-analitik fonksiyonlar

Bu boéliimde g-analitik fonksiyonlarin cesitli tiirlerini tanitiyoruz. Bu fonk-
siyonlar g-binomlar1 tarafindan belirlenir ve g-analitik Fock-Bargman gos-
teriminde kuantum durumlarin temsil eder. g- binomlarmin kendisi [n >
durumlarina karsilik gelir ve genellestirilmis analitik fonksiyonlardir.

12.1.1 Simetrik olmayan g-analitik fonksiyonlari

Herhangi bir gercel analitik fonksiyondan g-Gteleme ile

g-analitik fonksiyonunu

Flatiy)y = el fl@) = anle +iy)y,

n=0

satisfying 9, equation, (DI + iDy, ) f(x +iy)g = 0, 9y denklemini, (D? +
iDY 1) f (@ +iy)q = 0 saglayacak sekilde elde ederiz. Bu fonksiyonun gercek
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kismi u(x,y) = cosy/q(yDy) f () ve karmagik kismi v(z,y) = siny 4 (y D) f ()
g-harmonik olur ve g-Cauchy-Riemann denklemlerini saglar:

D;u(xuy> = Dli//qv(xvy)u Di//qu(x’y) = —D;:U(Z',y)

12.1.2 Simetrik g-analitik fonksiyonlar
Simetrik g-binomlar1 i¢in g-Gteleme

iyDZ

e " = (a + i)y,

olarak bildigimiz denklem, simetrik g-analitik fonksiyonunu

[e.9]

Fla +ig)y = =S anla + i)

n=0

belirler ve 9; denklemini saglar.
L, e .
S(D5 4D f(x + iy)y = 0.

Ornek olarak
i (= +iy)g
eo(50) =)

=0 [n]g!

tam simetrik g-analitik fonksiyondur. Fonksiyonun gercek kismi u(z,y) =
cosg(yDF) f(x) ve karmagik kst v(z, y) = sing(yD%) f(z), ¢-Cauchy-Riemann
denklemlerini saglarlar

Diu(x,y) = Div(x,y), Diu(z,y) = —Div(z,y),
ve g-harmoniktirler (D¥)*u(z,y) + (D§)*u(x,y) = 0.
12.1.3 pqg-analitik fonksiyon
pq—Kkalkiiliis i¢in binomlarin

eV = (x4 iy,
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oldugunu biliyoruz, ve burada

(z +iy)p, = (x +ip" y) (@ 4+ ip" 2qy)...(x + ipg"?y)(x +iq"'y) (12.1)

k(k—1)

SO I I e )
k=0 pq

n

epg(2) = Z =

0 [nlpq!

Daha sonra pg-Gteleme

) iyDZ - N
flz+ Zy)pq = ef; Mf(r) = E :an(m + Zy)zoq’
P
n=0

q

tarafindan pg-analitik fonksiyonu firetilip, 5pq denklemini saglar
1 T . y .
§(qu + zD%é)f(x +1Y)pg = 0.
Ayrica, u(z,y) = cos%%(yDl’jq)f(a:) ve v(x,y) = sin
pg-Cauchy-Riemann denklemlerini

D;qU({L',’y) = Dy% 'U(l',y), D?%

1
q

ve pg-Laplace denklemini

elde ederiz.

12.1.4 Altin analitik fonksiyon

Karmagik altin binomlar

(z+iy)h = (z + 19"y (@ —ie"Py).(z+i(-1)"Tp'"y) = (12.3)

o

E(k—1)
2

" RikyR(12.4)

I
x
3
=}
—
> 3
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seklinde tanimlanir ve altin 6teleme
Ey7Fa = (a4 iy,

tarafindan tretilirken agagidaki esitlik saglanir

z > n(n—1) ﬂ'jn
EF = Z(—l) 2 ﬁ
n=0 n

Boylece, altin analitik fonksiyonu bulunur

x+y)p

FF) = B ) = 3

n=0

Q

Bu fonksiyon altin dp denklemini 1 (D% +iDY ) f(z; F) = 0, saglar, D_p =
(—1)$%DF. Ayrica u(z,y) = Cosp(yD%) f(x) ve v(z,y) = Sinp(yD%) f(z)
i¢gin altin Cauchy-Riemann denklemleri

D?U(]},y) = DZ,—’FU(xay)a DZFU(ZL‘,y) - —D%U(l',y),

olup, altin-Laplace denklemi (D%)*u(x,y) + (DY 1.)*u(z,y) = 0 seklindedir.

12.1.5 Altin koherent durumlar

Altin koherent durumlarini 6z durumlar olarak tanimliyoruz

b|B >r= BB >F . (12.5)

Bu durumlar Fock uzaymda |5 >= 3" ¢,|n > genisleterek

Cnt1y\/ Fn+1 = Cp 5, (126)

olan ve agagidaki esitligini veren yineleme iligkisini buluruz

i

T Cp.- (127)

Cp =

Normalizasyon sabiti < 3|8 >= 1 ile ¢y"1 sabitleyerek

jcol? = (i 'i’, ) = () (12.8)
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z'nin tam fonksiyonu oldugunu kolayca gordiigiimiiz Fibonacci tistel fonksi-

yonu olan
n

z - ?
n=0 " "

denklemi tamittik. Sonug olarak normalize koherent durumu

12 gn
8 >p= (e‘ﬁ' ) S n >, (12.10)
2R

skaler carpim ile elde ederiz

6&’8
F<alf>p= F (12.11)

1/2 /2"
() ()

12.1.6 Altin Fock-Bargman gosterimi

Fock uzay1 |¢p >= "> ¢,|n >p i¢inden keyfi bir durum igin izdiigiim

< Bl >= (elgP)—m icn\/% (12.12)
n=0 n:

ile analitik dalga fonksiyonunu

»(B) = ch% (12.13)

altin Fock-Bargman gosteriminde buluruz. Basit hesaplama ile kolayca gori-
lebilir ki b ve b operatorlerinin bu gosterimde

b— D, b"— B, (12.14)

tarafindan verilip,burada Binet-Fibonacci karmagik tiirevini agagidaki gibi
tanimlariz

oo lez) = P(@'z)  P(ez) — (= '2)
D;(z) = (o9 = PR ) (12.15)
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Bu tiirevin tek terimli iizerindeki etkisi tam olarak Fibonacci sayilarim D 2" =
F,z"! verir ve Fibonacci iistel fonksiyonu i¢in Dfe% = e%. Daha sonra Fi-
bonacci say1 operatorii agagidaki gibi gosterilir

Fy — BDj. (12.16)

Eger bir analitik fonksiyon olan 1(z) degismez dlgekli ise ¥ (Az) = Mahy(2),

sonra

Ye(pz) — r(=¢"'2) (9 = (—7)*
(b+e 1)z (p+e )z

DIy (z) = e (12.17)

denklemini ya da agsagidaki denklemi saglar
2DEY(2) = Fip(2). (12.18)

Bu 6z durum problemi sadece Fibonacci operatoérii 6z durum probleminin
(??), 6z durum fonksiyonlarimin

Vi(z) = (12.19)

F!
degigsmez 6lgekli oldugu, altin Fock-Bargman gosterimidir. Ancak (12.18)’in
genel ¢ozlimiine bakilirsa,

fu(2) = 2P A(2) (12.20)

formunda olup, burada A(z) keyfi bir altin-periyodik analitik fonksiyondur,
ie.,, A(pz) = A(—¢~'2). Boyle bir yapi, kuantum fraktallarim [45],[30] ka-
rakterize eder ve ek ¢aligmalar gerektirir.
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Bolum 13

Sonuclar

13.1 Bilimsel Sonuclar

Integrallenebilen sistemler ve dogrusal olmayan osilatorler

1. Cok boyutlu integrallenebilen sistemlerin gosterimini, eylem-ag1 degisken-
ler cinsinden, genlige baglh frekansa sahip q-ve f-tipi dogrusal olmayan osi-
latorler seklinde bulduk. Ozellikle, simetrik, simetrik olmayan, Fibonacci ve
altin durumlarim ¢aligtik.

2. Integrallenebilen sistemleri dogrusal olmayan osilatorler olarak goster-
dik. Sonlu boyutlu integrallenebilen sistemlerin, ¢ok boyutlu dogrusal olma-
yan osilatorler olarak temsilini elde etmek igin eylem-ac1 degiskenlerine ka-
nonik doniigiimler uyguladik ve onlar1 q ve f-osilatér olarak formiile etmek
i¢in kanonik olmayan doniistim kullandik.

Kuantizasyon ve kuantum grup simetrisi

1. Cok boyutlu kuantum integrallenebilir sistemler i¢in enerji spektrumunu,
ozdurumlarini, koherent durumlarini ve zamana bagl evrimi ¢aligildi.

2. q ve f-osilatorlerin kanonik kuantizasyonu bulundu ve kuantum simet-
riye kargilik gelen kuantum cebiri belirlendi.

3. q ve f-osilatorlerin kanonik kuantizasyonu yapildi ve onlarin kuantum
simetrilerini veren kuantum cebiri bulundu. Enerji spektrumu ve 6zfonksi-
yonlar1 g-hesaplama yontemleriyle bulundu.
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Genel f-dogrusal Schrodinger denklemi

1. g- osilator dispersiyonu da dahil, keyfi f-dispersiyona sahip dogrusal serbest
ve osilator Schrédinger denklemleri ¢oziildii. Coziim ile ilgili 6zel fonksiyon-
larin genellemesi aragtirildi.

2. Genel f-lineer Schrodinger denklemleri tanitildi ve ¢oziimleri bulundu.

3. g-simetrik, simetrik olmayan, Fibonacci ve altin dispersiyonlu lineer
Schrodinger denklemleri tanitildi. Hareket eden dalgalar, genellestirilmis Kampe
de Feriet polinomlar ve periyodik formdaki ¢oziimler incelendi.

SO(2,1) AKNS, NLS ve KN hiyerarsisi f ve q resonant denklemleri

1. Kuantum simetri, goreli ve g- ve f-dispersiyona sahip dogrusal olmayan
evrim denklemleri inga edildi. Bunun i¢in NLS, AKNS, DNLS ve KN hi-
yerarsilerinin yineleme operatorlerini uyguladik. Soliton, periyodik dalga ve
ozellikle rezonant soliton gibi ¢ozlimleri elde ettik.

2. SO(2,1) AKNS, KN, DNLS hiyerarsgisinin ¢- ve f- integrallenebilen go-
reli resonant denklemlerini olugturduk.

Kuantum parametrik osilatoriin ¢oziimleri ve kuantum dinamik si-
metrisi

1. Schrodinger gosteriminde, degisken parametreli duragan olmayan quantum
osilator problemi ¢oziildii. Bunun igin dinamik simetri ve evrim operatori
yontemleri kullanildi.

2. Dalga fonksiyonlar, koherent durumlar, sikigtirilmis koherent durumlar
bulundu, ve davraniglar1 zamana bagli parametrelere bagh olarak incelendi.

3. Keyfi dogrusal olmayan dispersiyona sahip degisken parametreli Sch-
rodinger osilator denklemleri tanitildi. Bu modellerin kuantum dinamik si-
metrisi belirlendi, ¢éziimleri ve koherent durumlari elde edildi.

f kuantizasyon ve girdap hareketi

1. Bir nokta girdap, iki nokta girdap ve N- nokta girdap ¢okgeni gibi ¢6ziim-
lerin halka bi¢imli bolgelerinde, f-osilatoriin kuantizasyonunu bizim yontem-
lerle elde edildi.

2. f-osilator yontemi ile girdap hareketlerinin kuantizasyonu yapildi.
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3. Iki cember teoremini uygulayarak, kama ve halka bi¢imli sinirh bolge-
lerde tanimli girdap ve kaynak konfigurasyonlar1 bulundu. g-6zel fonksiyonlar
cinsinden ¢ozlimleri bulundu ve analiz edildi.

Simetrik ve Fibonacci g-analitik durumlar

1. Simetrik olmayan g-analitik durumlarin kavrami, simetrik g-analitik du-
rumlara, Fibonacci-analitik durumlara ve altin-analitik durumlara genisle-
tildi. Bu tiirden analitik 6zelliklere sahip koherent durumlar: ve kuantum du-
rumlari i¢in Fock-Bargman temsili bulundu. Dolagiklik 6zelligine sahip ¢oklu
koherent durumlar ve yeni kuantum simetriler insa edildi.

13.2 Oneriler, Uygulama alanlar1 ve Acik prob-
lemler

Projemizin konusu yazarlar tarafindan bulunan bir¢ok temel sonuclara da-
yanmaktadir. Yineleme operatorii ile integrallenebilen g-dispersiyon ve f-
dispersiyon soliton denklemlerinin inga yontemi, relativistik Landau prob-
lemi ve relativistik Schrodinger denklemi ile ilgili Pashaev’in, (Pashaev, 2009,
2015) ¢ahigmalarini takip eder. Bu yontem, AKNS (1974) ve KN gibi integral-
lenebilen hiyerarsilerin yineleme operatorii ile ilgili literatiire katkida buluna-
caktir. Rezonant solitonlar 1 + 1 boyutta ilk 6énce Pashaev ve Lee (2002)’de
tanitilmigtir (Pashaev ve Lee, 2002). Bunlarm, (Lee vd., 2007) tarafindan
gosterildigi gibi plazma fiziginde uygulamalar1 vardir. Sonlu boyutlu integ-
rallenebilen modellere, g-dispersiyona ve f-dispersiyona sahip osilator olarak
yaklagimimiz, kuantum dinamik simetriye sahip ve gercek fiziksel olaylari
modelleyen g-osilatorlerle iligili literature katkida bulunacaktir.

Onerilen g-analitik fonksiyonlarin insasi, simetrik q-analitik fonksiyonlara
ve Fibonacci analitik fonksiyonlara genigletilmigtir. Bu sekilde, kompleks fa-
kat standart olmayan analitik fonksiyonlar sinifinin tanimi, kompleks analize
katkida bulunacaktir. Ilgili koherent durumlar ve Fock-Bargman temsili, ku-
antum enformasyon teorisindeki caligmalara katkida bulunacaktir. Ayrica,
¢ozlimiin g-temel fonksiyonlar cinsinden temsili, problemin kuantum dina-
mik simetri grubuna sahip oldugunu gosterir. Bu dinamik kuantum simetriyi
buldugumuzda, kuantum grup yapisi olan klasik hidrodinamik problemlerin
kesfine katkida bulunacagiz.
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Proje kapsaminda elde edilen sonuglar, 6zbenzerlige ve kuantum simet-
riye sahip yeni soliton tipi ¢oziimlerini ve onlarin kuantum mekanik devre-
lerindeki, trigonometrik spin dalga ve kuantum enformasyon kunularmmdaki
rollerini anlamak icin 6nem tagimaktadir. Onerdigimiz keyfi dispersiyon ve
kuantum simetriye sahip integrallenebilir modeller yeni, ve bu nedenle integ-
rallenebilir dogrusal olmayan modeller ve onlarin g-deformasyonlari ile ilgili
klasik literature 6énemli bir katki olacagina inaniyoruz. Ayrica, bu modeller
integrallenebilen sistemler konusunda yeni ¢alisma ve aragtirma alanlari yara-
tabilir. Ornegin, kuantum girdaplar g-bit olarak kuantum enformsoyon isleme
konusunda algoritmalar verebilir. Yeni kuantum simetri gruplari, degismeli
olmayan geometri ve resonant soliton konularinda katk: saglayabilir.
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Bu projede, keyfi ve g-deforme olmus dispersiyona sahip dogrusal olmayan yeni
integrallenebilir sistemler ve tam ¢6zllebilen dinamik quantum simetrilerine sahip kuantum
modellerin hiyerarsisi insa edildi. ilk olarak, normal koordinatlarda g- ve f- deforme olmus
osilatérler de dahil olmak uzere, klasik gok boyutlu integrallenebilen sistemler deforme olmus
keyfi deformasyona sahip dogrusal olmayan osilatorler olarak ¢ozuldu.

Schrédinger gdsteriminde, keyfi dispersiyona sahip quantum parametrik osilatér denklemi
¢6zuldl, quantum dinamik simetrileri bulundu, zamana bagl evrim ve tam ¢ézimleri de
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Dogrusal olmayan integrallenebilen evrim denklemleri NLS, DNLS ve AKNS ile onlarin

dogrusal gdsterimleri icin, dogrusal olmayan deformasyona sahip dispersiyonlar insa edildi.
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durumlar, sikistirilmis koherent durumlar, resonant ve sénimleme dinamikleri elde edildi.

Kuantum Fourier ddntsimu yardimiyla, birin kdkleri olan q ile iligkili, kuantum grup simetrisi
olarak koherent durumlarin superpozisyonu insa edildi.

Bu kaleydoskop durumlar kuantum enformasyon birimi olarak gértlebilir.

Tekli ve ¢oklu kubitler icin Apollonius gésterimi bulundu.

Halka bigimli bélgede N-poligon girdaplar ve onlarin dogrusal olmayan osilator olarak
quantizasyonu ¢alisildi. Generik pg-Fibonacci ve altin analitik durumlar igin g-analitik koherent
durumlar ve ilgili Fock-Bargman gdsterimleri tanitildi.
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